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Aufgabe 26. (a) Seien G = (V,E) und G’ = (V’,E’) Graphen. Zeigen Sie: Eine bijektive
Funktion f: V — V' ist genau dann ein Isomorphismus von G nach G’, wenn fiir alle
v eV gilt N(f(2)) = F(N(0)).
(b) Finden Sie zwei endliche Graphen G = (V,E), G’ = (V’, E’) und eine bijektive Abbildung
f:V — V' sodass firallev € V gilt degv = deg f(v), aber f kein Isomorphismus ist.

Teillosung. (a) Wir behandeln nur die Richtung “= " in (a). Sei f: G — G’ ein Isomorphis-
mus. Wir zeigen N(f(v)) = f(N(v)) fur alle v € V. Sei dazu v € V. Wir miissen zeigen: Fir
alle w’ € V' ist w’ € N(f(v)) genau dann, wenn w’ € f(N(v)).

Sei also w’ € V’. Da f eine bijektive Abbildung V' — V"’ ist, gibt es genau ein w € V mit
f(w) =w’. Nun schlieflen wir

w eN(f(v)) & f(w) eN(f(0)) & {f(w).f(0)} €E"
Da f ein Isomorphismus von Graphen ist, ist das weiters dquivalent zu
{w,0} € E & we N(v) & f(w) e f(N(v)).

Wobei die Richtung , =" im letzten Schluss fiir beliebige Abbildungen gilt, wohingegen wir fiir
& benutzt haben, dass f injektiv ist (Sei f(w) € f(N(v)). Dann existiert ein wy € N(v) mit
f(wg) = f(w). Well f injektiv ist, ist wy = w, also w = wy € N(v).).

Zu (b). Wir behaupten, dass folgende beiden Graphen nicht isomorph sind.

Das scheint einerseits einleuchtend, andererseits erscheint ein tatsachlicher Beweis zunachst
schwierig! Schlief8lich haben die beiden Graphen die selben Gradfolgen. In beiden Féllen hat
der langste Weg Lange 5, nach Entfernung aller Blatter (die von einem Isomorphismus bijektiv
auf Blatter abgebildet werden, nach 26(a)), erhalten wir beides Mal einen Graphen der isomorph
ist zu Ps3, etc. Wir finden also auf den ersten Blick keine Eigenschaft, die die beiden Graphen
unterscheidet (Vielleicht habe ich aber etwas tibersehen!).

Abhilfe schaffen folgendes leichte
Lemma. Seien G = (V,E), G’ = (V', E’) Graphen und f: G — G’ in Isomorphismus.

(a) Fur allev € V ist dego = deg f(0).

(b) Seiwv € V. Die Einschrankung fly\(oy: V' \ {v} = V' \ {f(v)} ist ein Isomorphismus von
G —vnach G’ - f(v).

Beweis. (a) Nach Aufgabe 26(a) ist N(v) in Bijektion mit N(f(v)), also insbesondere degv =
deg f(v).

(b) Der folgende Beweis ist “Routine”. Es ist klar, dass die Einschrankung von f eine bijektive
Abbildung ist (wenn nicht: Giberpriifen!). Seien wy, wo € V' \ {0}. Ist {w, wa} € E(G —v), so
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gibt es in G eine Kante {wj, wa}. Da f: G — G’ ein Isomorphismus ist, ist { f (w1), f(w2)} eine
Kante von G’. Wegen w; # v und wy # v und der Bijektivitat von f, ist f(w1) # f(v) und
f(wa) # f(v). Damit ist aber {f(w1), f(w2)}, nach Definition des induzierten Teilgraphen,
eine Kante von G’ — f(v). (Wir entfernen ja nur den Knoten f(v) und alle damit inzidenten
Kanten.)

Sei jetzt umgekehrt {f(w1), f(w2)} eine Kante in G’ — f(v). Weil f: G — G’ ein Isomor-
phismus ist, ist {w, wo} eine Kante von G. Wir missen zeigen: {wi, ws} € E(G — v). Dazu
geniigt es zu zeigen wi # v und wy # v. Nach Definition von G’ — f(v) ist f(w1) # f(v) und
f(wa) # f(v). Aufgrund der Injektivitat von f ist dann w; # v und we # v, und wir sind fertig.

(QED)

Nun betrachten wir noch einmal unser urspriingliches Problem: beide Graphen haben einen
einzigen Knoten mit Grad 3. Gibt es einen Isomorphismus, muss dieser also diese beiden Knoten
aufeinander abbilden (das ist (a)). Nach (b) miissen also die beiden Graphen, die durch Entfernen
des jeweiligen Knotens von Grad 3 entstehen, ebenfalls isomorph sein. Dabei erhalten wir aber:

o—=0 o———=0 bZW. S] o—O0—0

Offenbar sind diese beiden Graphen nicht mehr isomorph (z.B. stimmen die Gradfolgen nicht
tiberein; alternativ sieht man, dass der rechte Graph einen Weg der Lange 3 enthaélt, der linke
aber nicht; noch eine andere Variante ist, zu beobachten, dass der rechte Wald 2 Blatter besitzt,
der linke aber 4. All diese Eigenschaften miissten von einem Isomorphismus aber erhalten
werden.)

Aufgabe 28. Sei G = (V,E) ein Graph. Ein Kantenzug (der Ldinge n > 0) ist eine (endliche)

Folge (vo, e1,v1, €9, ..., e, 0,) von abwechselnd Knoten und Kanten aus G, mit e; = {v;_1,9;}
fur 1 <i < n. Zeigen Sie: Ist (vg, 1,01, €2, . . ., €n, U,) ein Kantenzug, so gibt es in G einen Weg
zwischen vy und v,, dessen Knoten eine Teilmenge von {vy, ..., v,} bilden.

Wir hatten eine korrekte Losung an der Tafel (Gruppe 14:15). Das ist die folgende Variante A.
Hier aber noch einige Varianten diese aufzuschreiben.

Variante A. Wir unterscheiden zwei Falle. Sei K = (v, e1,v1, €2, . . ., en, 0,) der gegebene
Kantenzug der Lange n > 0.
Im Fall 1 seiv; # v; fiiralle 1 <i < j < n.Dann ist 0102 - - - v, ein Weg,.
ImFall 2 seien 1 <i < j < nmitov; =v;. Dannist K’ = (vp, e1,. .., €;,0i,€j41,0j41, . - ., €, Up) €in
Kantenzug, der nur Knoten und Kanten aus K benutzt. Weiters enthélt K’ nur noch i + (n—j) =
n — (j — i) < n Kanten, ist also echt kiirzer als K. Wir ersetzen nun K durch K’ und fangen
wieder von vorne an (d.h. betrachten Fall 1/Fall 2 fiir K”).

Da K’ kiirzer ist als K, kann Fall 2 nur endlich oft auftreten (maximal n mal). Spétestens
dann muss der neue Graph die Eigenschaft von Fall 1 erfiillen.

Das ist eine Art Induktionsbeweis. In der Variante B machen wir das etwas offensichtlicher.

Variante B. Wir zeigen die Aussage durch Induktion nach n. Der Fall n = 0 ist klar, da
dann vg der triviale Weg ist. Sei nun n > 0 und gelte die Aussage fiir alle n’ < n. Nun trifft
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genauso wie oben entweder Fall 1 zu, dann sind wir fertig, oder wir sind in Fall 2, und wir
konstruieren wieder K’ mit Lange n’ < n. Nach Induktionsvoraussetzung kénnen wir aus K’
den gesuchten Weg bilden.

Variante C. Wir betrachten alle “Teilkantenziige” von K die in vy beginnen und in v, enden.
D.h., wir betrachten die Menge Q aller Kantenziige der Form

(00: eils Uil’ eigs vig: ey eik_15 Uik_13 eika Un)

mit 1 <ij <ip <...< iy <nundk > 0. (Achtung, wir betrachten nur jene derartige Folgen,
die auch tatsachlich Kantenziige sind!) Dann ist die Menge Q endlich, da wir nur die endlich
vielen Knoten und Kanten aus K verwenden (und sich auch die Vielfachheit nicht erh6hen
kann).

Dann gibt es in Q einen Kantenzug K’ kiirzestmoglicher Lange n. In diesem miissen die
Knoten paarweise verschieden sein, denn sonst konnten wir wie in Fall 2 einen kiirzeren
Teilkantenzug von vy nach v, konstruieren, im Widerspruch zur Minimalitat. Also ergibt K’
einen Weg.



