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Vorbemerkungen und Notation

Wir bezeichnen mit N = {1, 2,3, ...} die natuirlichen Zahlen, und setzen N, = N U {0}.
Mit Z, Q, R bezeichnen wir die ganzen, rationalen, reellen Zahlen. Es gilt N C N, C
Z C Q C R.Fir a, b € Z bezeichnet [a,b] = {x € Z | a < x < b} das diskrete Intervall
von abis b. Ista € Ny, soseiNs, = {b € N | b > a}. Analoge Schreibweise verwenden
wir mitunter fir Z und R.

Partielle Ordnungen

Sei @ # M eine Menge. Eine Relation < auf M heift partielle Ordnung (auf M), wenn
fur alle a, b, c € M gilt:
« (Reflexivitat) a < a.
+ (Transitivitat) Ausa < bund b < cfolgta < c.
+ (Antisymmetrie) Aus a < bund b < a folgt a = b.
Man nennt dann (M, <) eine partiell geordnete Menge. Die Relation < ist eine Total-
ordnung wenn weiters a < b oder b < a fiir alle a, b € M gilt.

Die Mengen Z (sowie auch Q und R) sind in iiblicher Weise total geordnet. Fiir
x € Rist der Absolutbetrag gegeben durch

x| X falls x > 0,
x| =
—x fallsx <o0.

Fiir jedes x € R gibt es dann ein e € {+1} mit x = e|x|. Wegen e? = 1 gilt dann auch
|x| = ex. Fir x, y € R gilt |x| = |y| genau dann wenn x = +y.

Induktionsprinzip

Fir die natiirlichen Zahlen gilt das Induktionsprinzip, das dem Beweis durch voll-
standige Induktion zugrunde liegt. Dieses lasst sich auf mehrere aquivalente Weisen
formulieren, von denen wir uns einige in Erinnerung rufen.



+ (Wohlordnungsprinzip) Jede nicht-leere Teilmenge A C Nj enthélt ein kleinstes
Element.

+ Jede nach unten [oben] beschrankte nicht-leere Teilmenge A C Z enthilt ein
kleinstes [grofites] Element.

+ (Induktionsprinzip) Ist A € Ny, so dass gilt:

— (Induktionsanfang) Es gibt ein ay € A, und
— (Induktionsschritt) fiir jedesa € Aista+1 € A,

dannist {a e Ny | a > ao} C A.

+ (Induktionsprinzip, 2. Form) Sei A C Ny, so dass fiir alle a € A gilt: Aus {x € Ny |
x <a} C Afolgta € A Dannist A= N,.



1 Teilbarkeit in den ganzen Zahlen

1.1 Division mit Rest

Die Division mit Rest ist uns aus der Schule als ein Rechenverfahren bekannt, zum
Beispiel
1137 : 12 =94
57
9R.
Ausgehend von a = 1137 und b = 12 haben wir ¢ = 94 und r = 9 berechnet. Was
zeichnet diese beiden Zahlen eigentlich aus?

Satz 1.1 (Division mit Rest). Seien a € Z und b € N. Dann existieren eindeutig be-
stimmteq € Z undr € Ny mit0 < r < b, so dass gilta = bq +r. Ista > 0 so ist auch
q=>0.

Beweis. Existenz: Wir betrachten die Menge
S={a-qb|lqeZ}.

Wegen b > 1ist a — (—|a|)b = a + |alb > 0 und deshalb S N Ny nicht leer. Nach dem
Wohlordnungsprinzip besitzt S N Nj ein kleinstes Element » = min(S N Np). Sei weiters
q € Z so gewahlt, dass gilt r = a — gb. Wir miissen noch r < b zeigen. Angenommen es
ware r > b. Dann ist
0<r—-b=a-(q+1)b,
also r — b € S N Ny, im Widerspruch zur Minimalitét von r.
Eindeutigkeit: Angenommen, es ista = bqg +r = bq' + r' mit q, ¢ € Z und r,

r’ € [0,b — 1]. Es folgt

blg-q)=r"-r,
und weiter

blg—q'I=1r"—rl. (1.1)
Wegen 0 <r <bund0 <r" <bgilt|r' —r| <b. Weil q — ¢’ eine ganze Zahl ist, kann
Gleichung (1.1) also nur gelten wenn |q — ¢’| = 0, also g = ¢/, ist. Daraus folgt dann,
wieder mit Gleichung (1.1), auch r = r’.



a > 0 impliziert ¢ > 0:Ist ¢ < 0, so ist wegen q € Z bereits ¢ < —1. Es folgt
bq < —b < —r und damita = bg+r < 0. O

Definition 1.2. Sinda € Z,b e Nundista=bg+rmitqeZ,r e Ngund0 <r < b,
so heif3t g der Quotient und r der Rest der Division von a durch b.

Beispiel. (1) Jedesa € Zlasst sich darstellen in der Form a = 4k, a = 4k+1,a = 4k +2
oder a = 4k + 3 mit k € Z. Ist a eine Quadratzahl, so gilt a = 4k oder a = 4k + 1
mit k € Z.

Beweis: Sei a = b? mit b € Z. Dann gibt es [ € Zund s € {0,1} mit b = 2] + 5. Also
gilt a = b? = 4(1* + Is) + s®. Es ist s? = 0 falls s = 0, und s* = 1 falls s = 1.

(2) Keine Zahl der Form 11, 111, 1111, 11111, . .. ist eine Quadratzahl. Denn es ist

111...11=111...1111-100+ 11 =111...1111:25-4+2 -4 + 3.
—— ~— —
n mal n — 2 mal n — 2 mal

Damit ergibt die Zahl bei Division durch 4 den Rest 3, und kann somit keine
Quadratzahl sein.

1.2 Teilbarkeit

Definition 1.3. Eine ganze Zahl b heif3t teilbar durch die ganze Zahl a, geschrieben
alb,

wenn es ein k € Z gibt mit b = ak.

Man sagt dann auch ,a teilt b%, b ist ein Vielfaches von a“ oder ,a ist ein Teiler von
b“, manchmal auch ,a geht in b auf”. Die Schreibweise a 1 b drickt aus, dass b nicht
durch a teilbar ist.

Beispiel. Esist3 | —18, denn 3 - (—6) = —18, aber 4 1 9, denn es gibt kein k € Z mit
4k = 9.

Wir halten einige elementare Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation fest. Im Weite-
ren werden wir diese oft verwenden ohne ausdriicklich Bezug darauf zu nehmen.

Lemma 1.4. Seiena, b,c,d € Z.

(1) al0, 1|a, al]a.
(2) alb & |a| | |b| & =a| +b.

B)albundb|c = ac.



4) al|bundc|d = ac| bd.

(5) Seienn € N, ay, ..., ap, X1, ..., X, € Z. Ista | a; fiir allei € [1,n], so gilt auch
alayx;+ -+ apxy.

(6) Istc #0,s0gilta|b <= ac| bc.
(7) a|bundb #0 = |a| < |b|.

8) albundb|a & |a| =|b] & a= +b.
Insbesondere:a |1 &= a=+1und 0|a < a=0.

(9) (No, |) ist eine partiell geordnete Menge.

Beweis. (1) Wegen 0 = a0 und a = al.

(2) Seien |a| = eaund |b| = fb mite, f € {+1}. Wegen e® = 1 ist auch a = ela.

Wir zeigen zuerst die erste Aquivalenz.

»,=" Sei k € Z mit b = ak. Dann ist b = e|a|k und darum |b| = fb = fe|alk. Wegen
fek € Z folgt |al | |b].

,&"Sei k € Z mit |b| = k|a|. Dann ist fb = kea und wegen f? = 1 auch b = fkea.
Wegen fke € Z folgta | b.

Die zweite Aquivalenz folgt wegen |+a| = |a| und |+b| = |b|.

(3) Seien k, | € Z mit b = ak und ¢ = bl. Dann ist ¢ = bl = (ak)l = a(kl).

(4) Seien k, Il € Z mit b = ak und d = cl. Dann ist bd = (ak)(cl) = ac(kl).

(5) Seien b = ak und ¢ = al mitk, | € Z.Dann ist bx +cy = (ak)x+(al)y = a(kx +1y)
und deshalb a | bx + cy.

(6) Ist a | b, so folgt ac | bc aus (4). Ist umgekehert ac | bc so gibt es k € Z mit
bc = ack. Wegen ¢ # 0 ist ¢ kiirzbar und deshalb b = ak, also a | b.

(7) Wegen (2) ist |a| | |b|. Sei k € Z mit |b| = |a|k. Wegen |b| > 0 muss gelten k > 0,
und deshalb bereits k > 1 (wegen k € Z). Dann ist aber |b| = |alk > |a|1 = |a].

(8) Wir wissen |a| = |[b| &= a = +b, es geniigt also die erste Aquivalenz zu zeigen.
Dazu bemerken zuerst: 0 | b = b = 0, denn 0 | b bedeutet, dass es ein k € Z gibt
mit b = 0k = 0. Ist also a = 0, so ist auch b = 0 und umgekehrt. In diesem Fall gilt die
Aquivalenz trivialerweise.

Wir kénnen nun a # 0 und b # 0 annehmen.

,="Seizuersta | bund b | a. Aus (7) folgt |a| < |b| < |a|. Deshalb ist |a| = |b].

,&"“Ist |a] = |b|, so gibt es ein e € {+1} mit a = eb. Wegen e? = 1 gilt dann auch
b = ae. Somitista | bund b | a.

(9) Die Relation |, eingeschriankt auf Ny, ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch,

nach (1), (3) und (8). O

Bemerkung. (1) Die Teilbarkeitsrelation auf Z ist transitiv und reflexiv, jedoch nicht
antisymmetrisch, da a | b und b | a blof3 a = +b impliziert.

(2) Auf Nj ist | keine Totalordnung, denn 2 ¥ 3 und 3 1 2.



1.3 Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Viel-
faches

Definition 1.5. Seienn € Nund ay, ..., a, € Z.

(1) Eine nicht-negative Zahl d € N heif3t gréfster gemeinsamer Teiler (ggT) von ay,
..., ap, wenn gilt
(i) d | a; fur alle i € [1,n].
(ii) Istd” € Ny mit d’ | q; fur alle i € [1,n], so folgt d’ | d.

Wir schreiben dann d = ggT(ay, ..., ap).

(2) Eine nicht-negative Zahl e € Ny heif3t kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV') von
ai, - .., an, wenn gilt

(i) a; | efurallei € [1,n].

(ii) Ist e’ € No mit a; | €’ fir alle i € [1,n], so folgte | €.

Wir schreiben dann e = kgV(ay, . . ., a,).

(3) ai, ..., a, heillen teilerfremd wenn gilt ggT(ay, ..., a,) = 1. Die Zahlen a, .. ., a,
heiflen paarweise teilerfremd wenn gilt ggT(a;, a;) = 1 falls i # j.

Die Existenz eines grofiter gemeinsamer Teilers, beziehungsweise kleinsten ge-
meinsamen Vielfachen, ist nicht offensichtlich; wir kommen in Korollar 1.7 darauf
zurick.

Bemerkung. (1) Der grofite gemeinsame Teiler, ist — so er existiert — eindeutig:
Angenommen d, d’ € N sind grofite gemeinsame Teiler von ay, . . ., a,. Dann ist
d|d und d’ | d. Aus Lemma 1.4(8) folgtd = |d| = |d'| = d".

Analog zeigt man, dass das kleinste gemeinsame Vielfache eindeutig bestimmt ist.
Damit sind die Schreibweisen ggT(ay, ..., a,) und kgV(ay, ..., a,) sinnvoll.

(2) Nach Lemma 1.4(8) ist 0 = ggT(ay,. .., a,) genau dann, wenn a; = ... = a, = 0.

[Beweis: ,<" Fiir alle j € [1,n] ist 0 | aj; fiir x € Z ist x | 0. Deshalb ist 0 =
ggT(ai,...,a,). .= Furalle j € [1,n] ist 0 | a; und deshalb a; = 0.] ]

Genauso ist 0 = kgV(ay, . . ., a,) genau dann, wenn es ein i € [1, n] gibt mit a; = 0.
[Beweis: ,, <" Trivialerweise gilt a; | 0 fiir alle j € [1,n]. Ist ¢’ € Ny mit a; | ¢’ fiir
alle j € [1, n], so folgt wegen a; = 03 notwendigerweise e’ = 0, also 0 | e’. Deshalb
ist 0 = kgV(ay,...,an). ,=" Esgilt a; | a;---a, fir alle j € [1,n] und deshalb
0 = kgV(ay,...,a,) | a1 ---a,. Dann muss aber gelten a; - - - a, = 0 und deshalb
gibtesein i € [1,n] mit a; = 0.]

Diese trivialen Spezialfalle sollen uns im Weiteren nicht wirklich interessieren.



(3) Der grofite gemeinsame Teiler, beziehungsweise das kleinste gemeinsame Vielfache,

hangen offensichtlich nur von der Menge A = {ay, ..., a,}, nicht aber von der
Vielfachheit oder Reihenfolge der vorkommenden Elemente, ab.
(4) ggT(ay,...,an) =ggT(|a1l,...,|as|) und kgV(ay,...,a,) =kgV(lail,...,|an|).

(5) Fur Teilmengen einer partiell geordnete Menge lassen sich Infimum und Supremum
wie Uiblich als grofite untere Schranke beziehungsweise kleinste obere Schran-
ke definieren. Es ist ggT(ay,...,a,) = inf |{|ai],...,|a,|} und kgV(ay,...,a,) =
sup ({lail, ..., lanl}.

Beispiel. (1) Bezeichne T(a) = {b € Ny | b | a} die nicht-negativen Teiler von a.
Dann ist T(£2) = {1,2}, T(x6) = {1,2,3,6}, T(x£15) = {1,3,5,15}. Die (nicht-
negativen) gemeinsamen Teiler von 2 und 6 sind T(2) N T(6) = {1, 2}; deshalb
ist ggT(2,6) = 2. Wegen T(6) N T(15) = {1, 3} folgt ggT(6,15) = 3, und wegen
T(2) N T(15) = {1} ist ggT(2,15) = 1.

(2) Esist T(10) = {1,2,5,10}. Damitist T(10)NT(15) = {1,5} und T(6)NT(10) = {1, 2}.
Es folgt ggT(6, 10) = 2, ggT(10,15) = 5, ggT(6, 15) = 3, aber ggT(6, 10, 15) = 1. Das
heifit 6, 10, 15 sind teilerfremd aber nicht paarweise teilerfremd.

(3) Esist ggT(a,0) = |a| fur a € Z.

Satz 1.6 (Charakterisierungen des ggTs). Seienn € N, ay, ..., a, € Zundd € N.
Dann sind dquivalent:

(a) d | a; fiir allei € [1,n] und es existieren xy, ..., X, € Z mitd = a;x1 + - - - + apXy.
(b) d = ggT(ay,...,an).
Ist zumindest eines der ay, . . ., a, von Null verschieden, so ist weiters dquivalent:

(c) d | a; fiir allei € [1,n] und fiir jede weitere Zahld' € N mit der Eigenschaft d’ | a;
fur allei € [1,n] giltd’ < d. Das heifst,

d = max . { d’ €N|d' | a; fiir allei € [1,n] }.

Beweis. Ista; = --- = a, = 0, so gelten (a) und (b) genau dann wenn d = 0. Wir
nehmen nun an, dass zumindest eines der ay, . . ., a, von Null verschieden ist.

(a) = (b): Ist d’ | a; fur alle i € [1,n], so folgt aus Lemma 1.4(5) auch d’ | a;x; +
ceedapxy, =d.

(b) = (c): Aufgrund der Definition des grofiten gemeinsamen Teilers ist d’ | d und
deshalb d’ < d nach Lemma 1.4(7).
(c) = (a): Sei
M={ax + - +ayx,|x1,...,x, €Z}.



Mit Wahl von x; = a; folgt 0 < a%+- - -+a% € M, also ist MNN nicht leer. Deshalb besitzt
M NN ein kleinstes Element, d’. Wegen d | g; fiir alle i € [1, n] folgt aus Lemma 1.4(5)
auch d | d’ und somit d < d’. Wir zeigen nun d’ < d, woraus dann d = d’ folgt.

Seien xy, ..., X, € Zmit d" = }}7_; a;x;. Durch Division mit Rest lasst sich jedes a;
schreiben als a; = ¢;d’ + r; mit 0 < r; < d’ und g; € Z. Damit gilt, fiir jedes i € [1, n],

n

ri=ai—qd =a; - q,-( Z ajxj) = ai(1 - qix;) + Z a;(—qix;).
j=1 j=1
i#j

Das heifit r; € M. Wegen 0 < r; < d’ und der Minimalitat von d’ in M N N folgt
r; = 0. Dann ist aber a; = ¢;d’, also d’ | g; fur alle i € [1,n]. Damit ist " < d nach
Voraussetzung. O

Beispiel. Esist T(14) = {1,2,7,14} und T(9) = {1,3,9}. Deshalb ist 1 = ggT(9, 14)
und es gilt 1 = 2 - 14 — 3 - 9. Das ist aber nicht die einzige Losung, denn es gilt auch
1=(2+9k)- 14 — (3 + 14k) - 9 fiir alle k € Z.

Die Eigenschaft (a) des grofiten gemeinsamen Teilers ist von zentraler Bedeutung.
Der vorhergehende Beweis zeigt zwar die Existenz geeigneter Koeflizienten x;, er liefert
uns aber kein Verfahren um solche zu bestimmen. Diesen Umstand werden wir spater
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus beheben.

Korollar 1.7. Seienn € N unday, ..., a, € Z. Dann besitzen ay, . . ., a, einen griéfiten
gemeinsamen Teiler.

Beweis. Ista; =--- =a, =0,s0ist0 = ggT(ay,...,a,). Wir setzen von nun an voraus,
dass es ein i € [1, n] gibt mit a; # 0. Sei

M:{d'€N|d'|ajf1"1rallej€[1,n]}.

Ist d’ € M so folgt aus d’ | a; auch d’ < a; (nach Lemma 1.4(7)). Deshalb ist M C [1, a;]
endlich. Wegen 1 € M ist M auch nicht-leer und besitzt deshalb ein groites Element d.
Aufgrund von Satz 1.6 ist d = ggT(ay, ..., ay,). O

Satz 1.8 (Charakterisierungen des kgVs). Seienn € N, ay, ..., a, € Z \ {0}, und
e € N. Dann sind dquivalent:

(a) e =kgV(ay,...,an).

(b) a; | e fiir allei € [1,n] und fiir jede weitere Zahl ¢’ € N mit der Eigenschaft a; | €’
fiir allei € [1,n] gilte < €’. Das heift,

e :mins{e’ €N|a,~ | ¢ fiirallei € [1,n]}.

9



Beweis. (a) = (b): Es ist e | ¢’ nach Definition des kleinsten gemeinsamen Vielfachen.
Aus Lemma 1.4(7) folgt e < €.

(b) = (a): Sei ¢’ € Nmit g; | ¢ fir allei € [1,n] und d = ggT(e,e’). Dann istd < e.
Wegen a; | e und ag; | € folgt a; | d fir alle i € [1,n] nach Definition des grofiten
gemeinsamen Teilers. Aufgrund der Minimalitat von e folgt e < d, also e = d. Dann ist
aber e | ¢/, also e = kgV(ay, . . ., ap). O

Korollar 1.9. Seienn € N unday, ..., a, € Z. Dann besitzen ay, . . ., a, ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches.

Beweis. Gibteseini € [1,n] mit a; = 0 so ist 0 = kgV(ay, ..., a,). Sei nun a; # 0 fir
alle i € [1,n] und sei

M:{e'€N|ai|e’fi'1rallei€[1,n]}.

Wegen a; - - - a, € M ist M nicht leer und besitzt deshalb ein minimales Element e. Nach
Satz 1.8 ist e = kgV(ay, . .., ay). O

Bemerkung zur Algebra. In den ganzen Zahlen werden oft auch die Eigenschaften aus
Satz 1.6(c) beziehungsweise Satz 1.8(b) zur Definition des grofiten gemeinsamen Teilers bezie-
hungsweise kleinsten gemeinsamen Vielfachen herangezogen.

Da in diese beiden Charakterisierungen aber die Totalordnung von Z einfliefit, lassen Sie sich
nicht unmittelbar auf allgemeinere Ringe erweitern. Unsere Definition hat den Vorteil, dass Sie
sich leicht auf Integritdtsbereiche, zum Beispiel Polynomringe iiber Kérpern, wie Q[X] oder R[X],
ausdehnen lasst. Man muss nur auf die Forderung verzichten, dass groiter gemeinsamer Teiler
und kleinstes gemeinsames Vielfaches stets positiv sind; sie sind dann — sofern sie existieren
— eindeutig bestimmt bis auf Assoziierte. In Polynomringen iiber Kérpern bedeutet dies, dass
grofiter gemeinsamen Teiler und kleinstes gemeinsames Vielfaches bis auf die Multiplikation
mit einer von Null verschiedenen Konstante eindeutig bestimmt sind.

Satz 1.10. Seienne N, a,b,c,d,a4,...,a, € Z.

(1) EsgiltggT(day,...,da,) = |d|ggT(ay,...,a,).
Insbesondere: Ist d | a; fiir allei € [1,n], so ist

a a
ggl(as,...,ap) = [d| &= ggT(jg’l) =1.

(2) Istd = ggT(a,b), sogilta| bc & a|dc.
Insbesondere: Sind a, b teilerfremd so gilta | bc <= a | c.
(3) Sind a und b teilerfremd, so folgt ausa | c und b | c auch ab | c.

(4) Ist ggT(a;,b) =1 fiir allei € [1,n], so ist auch ggT(a; - - - a,, b) = 1.
Insbesondere: Aus ggT(a,b) = 1 folgt auch ggT(a™,b") = 1 fiir allem, n € N.

10



Beweis. (1) Seic = ggT(ay,...,a,). Dann ist |d|c | da; fir alle i € [1, n]. Nach Satz 1.6
gibtes x1, ..., X, € Zmit ¢ = a;x; + - -+ + apXy. Sei e € {—1,1} mit |d| = ed. Dann ist
|d|c = (day)(exy) + - - - + (da,)(ex,). Wieder nach Satz 1.6 ist |d|c = ggT(da, .. .,day).

(2) Die Richtung <" folgt wegen d | b. Wir zeigen ,=". Aufgrund von Satz 1.6 gibt
es x,y € Zmitd = ax + by. Dann ist dc = axc + byc und wegen a | axc und a | byc
folgt a | dc.

(3) Wegen ggT(a,b) = 1 gibtes x,y € Zmit 1 = ax + by. Seien k, | € Z mit
¢ = ak = bl. Dann ist

c=c-1=c(ax + by) = (ac)x + (bc)y = ab(Ix) + ab(ky) = ab(lx + ky),
also ab | c.
(4) Seien x;, y; € Z mit a;x; + by; = 1. Dann ist
n n

1= n(aixi + by;) = (na")(nxi) +bM

i=1 i=1 i=1

=

mit M € Z. o
Satz 1.11. Fiira, b € Z ist
ggT(a,b)kgV(a,b) = |ab|.

Beweis. Ista = 0 oder b = 0, so ist kgV(a, b) = 0 und ab = 0. Wir nehmen im Weiteren

a # 0und b # 0 an. Wir konnen weiters ohne Einschrankung a > Ound b > 0

annehmen, denn |ab| = ||a||b| , ggT(a, b) = ggT(lal, |b|) und kgV(a, b) = kgV(|al, |b]).
Dann ist d = ggT(a,b) # 0 und 4, g € Z. Damit gilt aber

ab ab
— d b|—.
un .

1

Wir behaupten “7[’ = kgV(a, b). Dazu miissen wir noch zeigen: Ist ¢ € Z mit a | ¢ und

b|ec, sofolgt%7 | c.Seialsoce€Zmita|cundb |c. Wegena|cundb | cfolgtd | c.
Deshalb ist fl € 7Z,

Ul o

Aufgrund von Satz 1.10(1) sind § und % teilerfremd. Aus Satz 1.10(3) folgt deshalb

ab
4z

¢
d’

und schliefilich % | c. O
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Lemma 1.12. Seienn € N mitn > 2 unday, ..., a, € Z. Dann ist

gegT(ay,...,a,) = ggT(ggT(as,...,an-1),an)

und
kgV(ay,...,a,) = kgV(kgV(ay,...,as,-1), an).

Beweis. Seid = ggT(ay,...,a,)undd’ = ggT(ay,...,a,—1). Wir zeigen: d | ggT(d’, a,)
und ggT(d’,a,) | d. Wegen d | a; fur alle i € [1,n] folgt d | d’. Damit ist aber auch
d | ggT(d’, a,). Andererseits ist ggT(d’, a,) | a, und ggT(d’, a,) | ggT(ay, ..., an-1), also
geT(d’, a,) | a; fur alle i € [1, n]. Damit ist ggT(d’, a,) | d.

Sei e = kgV(ay,...,a,) und ¢’ = kgV(ay,...,a,-1). Wir zeigen: kgV(e’,a,) | e
und e | kgV(e’,a,). Wegen a; | e fir alle i € [1,n] folgt ¢’ | e. Dann ist aber auch
kgV(e’, a,) | e. Andererseits ist a, | kgV(e’, a,) und kgV(ay, . .., a,-1) | kgV(e’, a,), also
a; | kgV(e, ay) fur alle i € [1, n]. Damit ist e | kgV(e’, ap). O

Lemma 1.13. Sein € N. Sind ay, . . ., a, € Z paarweise teilerfremd, so ist
kgV(ay,...,an) = lay---ayl.

Beweis. Durch Induktion nach n. Die Aussage ist trivial fiir n = 1. Sei nun n > 2. Nach
Lemma 1.12 und Induktionsvoraussetzung ist

kgV(ay, ..., an,) = kgV(kgV(ay,...,an-1),an) = kgV(lay - - - an—1|, an).
Aus Satz 1.10(4) folgt ggT(a; - - - ap—1, a,) = 1 und deshalb nach Satz 1.11

kgv(|a1"'an—l|aan): |a1"‘an|- O

1.4 Der euklidische Algorithmus

Eine Moglichkeit den grofiten gemeinsamen Teiler von Zahlen ay, . . ., a, zu bestimmen
besteht — nach Satz 1.6 — darin, alle positiven gemeinsamen Teiler der a; zu bestimmen,
und davon den grofiten zu wiahlen. Das funktioniert, weil es, aufler im Trivialfall
a; = --- = a, = 0, nur endlich viele gemeinsame Teiler der a; gibt, weil d | a; stets
d < a; impliziert. In der Praxis erweist sich dieses Verfahren, insbesondere bei grofien
Zahlen, aber als nicht zweckmafig, weil es zu ineffizient ist.

Der euklidische Algorithmus liefert ein effizientes Verfahren um den gréfiten ge-
meinsamen Teiler zweier Zahlen zu bestimmen. In Kombination mit Lemma 1.12 und
Satz 1.11 erlaubt er die Bestimmung des grofiten gemeinsamen Teilers, beziehungsweise
kleinsten gemeinsamen Vielfachen, einer beliebigen (endlichen) Menge von Zahlen.

Wir halten vorweg fest, dass stets ggT(a,b) = ggT(|al,|b]) = ggT(|b],|al) und
ggT(a,0) = a gilt, so dass wir im Folgenden a > b > 0 annehmen diirfen.

Der euklidische Algorithmus basiert auf der iterativen Anwendung der folgenden
Beobachtung.

12



Lemma 1.14. Sinda, b, q,r € Z mita = bq + r, so ist ggT(a, b) = ggT(b,r).

Beweis. Seid = ggT(a,b) und d’ = ggT(b,r). Dann ist d | a und d | b und deshalb,
nach Lemma 1.4(5), auch d | a—bq = r. Deshalb ist d | d’. Andererseits ist, wegen d’ | b
und d’ | r, ebenfalls nach Lemma 1.4(5), auch d’ | bq + r = a und deshalb d’ | d. Es folgt
d=d'. O

Wollen wir nun ggT(a, b) bestimmen, so benutzen wir die Division mit Rest
a=bgq+r, mit0<r, <b, q; €7Z,

um das Problem auf die Bestimmung von ggT(b, ry) zu reduzieren. Ist r; = 0, so ist

geT(b,r1) = ggT(b,0) = b. Andernfalls wiederholen wir die Division mit Rest und
erhalten

b=r1q2+r2 mit0§r2<r1,qzeZ.

Ist nun r, = 0, so ist ggT(b, r1) = ggT(ry,r2) = r1. Ist rp # 0, so setzen wir fort

ri = rags + 13 mit0 < r3 <ry, g3 € Z,
Fiie = T T mit 0 < r; <ri1, i € Z,
'n-2 = Tn-1qn + I'n mit 0 < 7y < Fn-1, gn € Z,
n—1 = nqn+1 + 0 mit dn+1 € Za

——

Tn+1

bis wir schlieflich den Rest 0 erhalten. Wegen b > r; > r, > ... > 0 passiert das nach
hochstens b Schritten. Dann ist

ggTla,b) = ggT(b,r1) = - = ggT(riz1,7i) = -+ = ggT(ra, 0) = 1.
Zusammenfassend haben wir Folgendes gezeigt.

Satz 1.15 (Euklidischer Algorithmus). Seiena € Z undb € N. Es seir_; = a,ryg = b,
und fiiri € N seien r; € Ny und q; € Z mittels Division mit Rest rekursiv definiert durch

Ti—g = Fi—1q; + I mit 0<r; <rj1 falls ri-1 # 0.
ri=q;i=0 fallsri_; = 0.

Dann gibt es ein minimales n € Ny mit r,41 = 0 und es ist ggT(a, b) = ry.
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AuBerdem liefert der euklidische Algorithmus auch ein Verfahren um r, = ggT(a, b)
als Linearkombination von a und b auszudriicken: Aus dem ersten Schritt ergibt sich
r1 = a — bq;. Setzt man dies in den zweiten Schritt ein, so folgt r, = b — riq; =
b—(a—-0bqg1)q2 = (—q2)a + (1 + q1g2)b. Fahrt man weiter so fort, erhélt man schlieflich
r, als Linearkombination von a und b. Die dabei entstehenden Koeffizienten lassen sich
durch folgende Rekursion ausdriicken.

Satz 1.16. Seienr_; = a € Z,ry = b € N. Seien weitersn € Ny undr;, q; € Z fiiri € [1, n]
so definiert wie in Satz 1.15. Wir definieren rekursivxy) = 0, x; = 1,yo = 1, y; = —q1,

Xi = Xi—2 — qiXi—1 und y; =yi—» — qiyi—1 furi € [2,n].
Dann ist ggT(a, b) = xpa + ynb.

Beweis. Wir behaupten allgemeiner r; = x;a + y;b fiir alle i € [0,n], und zeigen
dies durch Induktion nach i. Firi = Oistro = b = 0-a+1-bund firi = 1 ist
rr=a-bgq=1-a+ (—-q)b.

Seii > 2 und die Aussage gelte fiir i — 1 und i — 2. Es ist, nach Induktionsvorausset-
zung,

Fi =ri—2 —ri-1q; = (xi—za + yi—zb) - (xi—la + yi—lb)CIi
= (xi—2 — qixi—1)a + (Yi—2 — qiyi—1)b
= x;a + y;b.

Mit i = n folgt wegen r, = ggT(a, b) die Aussage. O

Bemerkung. (1) Der euklidische Algorithmus, zusammen mit Satz 1.11 und Lem-
ma 1.12, liefert einen weiteren Beweis fiir die Existenz des grofiten gemeinsamen
Teilers und kleinsten gemeinsamen Vielfachen (Korollar 1.7 und 1.9).

(2) Seia > b > 0. Wir haben bereits beobachtet, dass der euklidische Algorithmus
hochstens b Schritte braucht. Mit ein wenig mehr Aufwand kann man zeigen,
dass er stets weniger als 5log,, b Schritte braucht (Lame, 1844). Das macht den
Algorithmus sehr effizient: Die Laufzeit ist (schlimmstenfalls) proportional zur
Anzahl der Dezimalziffern der kleineren Zahl, b.

1.5 Anwendungen

1.5.1 Reduzierte Bruchdarstellung

Nach Konstruktion der rationalen Zahlen' lisst sich jedes x € Q in der Form x =
mit m, n € Zund n # 0 schreiben. Es ist aber a priori keineswegs klar, dass es ein
eindeutige reduzierte (,gekiirzte) Bruchdarstellung gibt.

=3

o

lals Quotientenkérper von Z
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Satz 1.17. Seix € Q. Dann gibt es eindeutig bestimmte a € Z und b € N mit
X = % und ggT(a,b) = 1.
Man nennt a den reduzierten Zéahler und b den reduzierten Nenner von x.
Beweis. Existenz:Es gibtm € Zund n € Z \ {0} mit x = . Wegen 7 = = kdnnen

wir ohne Einschrankung n € N annehmen. Sei d = ggT(m, n) und seien a, b € Z mit
m = ad und n = bd. Wegen n > 0 ist auch b > 0. Dann ist

m ad a

=7

Hierbei ist ggT(a, b) = 1 aufgrund von Satz 1.10(1).
Eindeutigkeit: Angenommen es sind a, a’ € Z und b, b’ € N mit

g = % und ggT(a,b) = ggT(d',b’) = 1.

Dannistab’ = a’b. Also gilt b’ | a’b und wegen ggT(V’, a’) = 1folgt b’ | b aus Satz 1.10(2).
Genauso gilt b | ab’ und wegen ggT(b,a) = 1 folgt b | b’. Damit ist b = |b| = |b'| =V,
und deshalb ab = a’b. Aufgrund der Kiirzbarkeit von b folgt schliefilich a = a’. O

1.5.2 Rationale Nullstellen ganzzahliger Polynome

Folgender Satz hilft beim Auffinden rationaler Nullstellen von Polynomen mit ganzzah-
ligen Koeffizienten. Man beachte aber, dass ein ganzzahliges Polynom natiirlich weitere
Nullstellen (in C) haben kann, die nicht rational sind.

Satz 1.18. Sei f = a, X" +a,_1 X" '+ -+a;X +ay € Z[X] ein Polynom mitn € Ny und
ag, ..., an € Z. Istx € Q mit f(x) =0 und x = % mita € Z,b € N und ggT(a,b) =1, so
gilta| ap undb | ay.

Beweis. Es ist .
a a\i
0= 1(3)- S8
A Z; “\%
Nach Multiplikation mit b" erhalten wir

n

0= Z a;a'b" .

i=0

n—1 n—1
apa’ = — Z a;a'b" ' =-b Z a;a'b" i,
i=0 i=0

—— e
€Z

Daraus folgt
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und damit b | a,a”. Wegen 1 = ggT(b, a) = ggT(b, a") folgt auch b | a, nach Satz 1.10(2).
Analog ist

n n

ab” = - E a;a'b""' = —a E a;a 'b"
i=1 i=1

| S —

€Z
und deshalb a | apb". Wieder folgt wegen 1 = ggT(a, b) = ggT(a, b") hieraus a | ap. O

Korollar 1.19. Seien m € Z und n € N. Ist m keine n-te Potenz in Z (also m nicht von
der Form m = a" mita € Z), so ist {/m irrational.

Beweis. Wir nehmen an z = {/m sei rational, das heifit z € Q. Dann ist z = % mita € Z,
b € N und ggT(a,b) = 1. Wegen z" = m ist z Nullstelle des ganzzahligen Polynoms
X" — m. Aus Satz 1.18 folgt b | 1, also b = 1. Dann ist aber z = a € Z, und deshalb
m = a" eine n-te Potenz in Z. O

Das vorhergehende Korollar impliziert sofort, dass V2, /3, V5, . .. irrational sind.
(Allgemeiner folgt, dass 4/p fiir jede Primzahl p irrational ist; das wird im néachsten
Abschnitt klar, sobald wir die Definition einer Primzahl haben.)

1.5.3 Lineare diophantische Gleichungen

Satz 1.20. Seienn € N undc, ay, ..., a, € Z. Die lineare diophantische Gleichung

aXi+--+a.X,=c (1.2)
besitzt genau dann eine Losung (in Z) wenn gilt ggT(ay, ..., a,) | c.
Beweis. Seid = ggT(ay,...,a,). Nach Satz 1.6 gibtes x1, ..., x, € Zmitd = a;x; +

coo o ApXy.

»,<="“ Angenommen es ist d | c. Dann gibt es ein k € Z mit ¢ = dk und damit ist
c = ai(x1k) + - - - + ap(xpk).

»=" Wir nehmen nun umgekehrt an, dass Gleichung (1.2) eine ganzzahlige Losung
besitzt, das heifit, es gibt x1, ..., x, € Z mit ¢ = a;xy + - - - + apx,. Wegen d | q; fiir alle
i € [1,n] folgt dann aus Lemma 1.4(5) auch d | c. O

Satz 1.21. Seien a, b, c € Z mit ab # 0. Seien weiters d = ggT(a,b) und x, y € Z mit
d = ax + by. Istd | c, so ist die Lésungsmenge der diophantischen Gleichung

aX +bY =c¢

gegeben durch

cx + bk cy—ak
d = d

)‘kEZ}CZZ.
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Beweis. Wegen d | a, d | b und d | c besteht die angegebene Menge aus Paaren
ganzer Zahlen, und man rechnet sofort nach, dass es sich tatsdachlich um Losungen der
Gleichung handelt.

Sei nun (x’,y’) € Z? eine beliebige Losung der Gleichung, das heifit, ax’ + by’ = c.
Dann ist a(x” — 5x) + b(y' — 5y) = 0. Setzen wir u = x" — gx und v = y’ — gy so gilt also
au = —bv und weiter Ju = —gv. Hierbei sind %, % € Z. Wegen ggT(3, %) = 1 schlief3t
man § | v und g | u aus Satz 1.10(2). Damit folgt u = gk und v = I mitk, [ € Z.
Wegen a # 0 und b # 0, folgt aus Z—IZ’k = —Z—é’l dann [ = —k. Damit ist x" = % und

, _ cy—ak

7 O

Bemerkung. Die Losungsmenge linearer diophantischer Gleichungen in mehr als

zwei Unbestimmten kann iterativ bestimmt werden. Wir verweisen auf [Bun08, Kapitel
1, §3.6].
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2 Primzahlen und der Fundamentalsatz der
Arithmetik

2.1 Primzahlen

Jede natiirliche Zahl a besitzt stets die trivialen positiven Teiler 1 und a. Jenen Zahlen
(# 1) die keine weiteren positiven Teiler besitzen kommt in der Zahlentheorie eine ganz
besondere Rolle zu.

Definition 2.1. Eine natiirliche Zahl p € N heift Primzahl, wenn p > 1 und wenn 1
und p die einzigen positiven Teiler von p sind. Wir bezeichnen mit P ¢ N die Menge
aller Primzahlen.

Beispiel. Die Primzahlen kleiner gleich 10 sind 2, 3, 5, 7.

Satz 2.2. Fiir p € Ny, sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) p ist eine Primzahl.

(b) Sinda,b € Z mitp | ab, so folgtp | a oderp | b.

(c) Istp =ab mita,b € Z,so ista € {+1} oderb € {£1}.

Beweis. (a) = (b): Sei p | ab. Weil 1 und p die einzigen positiven Teiler von p sind, ist
geT(p,a) € {1,p}. Ist ggT(p,a) = p soistp | a. Ist ggT(p,a) = 1, so ist p | b aufgrund
von Satz 1.10(2).

(b) = (c): Aus p = ab folgt p | ab. Nach Voraussetzung gilt p | a oder p | b. Durch
eventuelle Vertauschung von a und b kénnen wir ohne Einschrankung annehmen p | a.
Dann ist a = pk mit k € Z und deshalb p = ab = pkb. Weil p kiirzbar ist, folgt 1 = kb
und somit b € {+1}.

(c) = (a): Sei d ein positiver Teiler von p mit d # 1. Dann ist p = dk mit k € N.
Wegen d # 1 folgt nach Voraussetzung k € {+1}. Wegen p > Ound d > 0 ist k = 1 und
deshalb d = p. O

Lemma 2.3. Seienp € P,n € Nunday, ...,a, € Z. Istp | ay---ay, so gibt es ein
i€[l,n] mitp| a;.
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Beweis. Induktion nach n. Die Aussage ist trivialerweise richtig fiir n = 1. Sei nun
n > 1 und die Aussage gelte fiir n — 1. Esist p | (a; - - - an—1)a, und weil p eine Primzahl
ist folgt p | a1 - - - ap—1 oder p | a, nach Satz 2.2(b). In letzterem Fall sind wir fertig (mit
i = n), in ersterem folgt p | g; fir ein i € [1,n — 1] nach Induktionsvoraussetzung. O

Lemma 2.4. Seia € Ny, undseip =min{b e Ny, | b|a}.

(1) p ist eine Primzahl.
(2) Ist a keine Primzahl, so ist p < v/a.

(3) a ist genau dann eine Primzahl, wenn a von keinem b € N mit 1 < b < +/a geteilt
wird.

Beweis. Zuerst halten wir fest, dass a in der angegebenen Menge enthalten ist, diese
also nicht-leer ist, und deshalb nach dem Wohlordnungsprinzip tatsachlich ein kleinstes
Element p besitzt.

(1) Seib € Nmit b > 1 und b | p. Dann ist wegen p | a auch b | a und aulerdem
b < p. Aufgrund der Minimalitdt von p folgt b = p. Also sind 1 und p die einzigen
positiven Teiler von p.

(2) Sei a = pb mit b € N. Da a keine Primzahl ist, ist b > 1. Nach Definition von p
gilt dann p < b und deshalb p® < pb = q, also p < Va.

(3) =" Ist a eine Primzahl, so sind 1 und a die einzigen Teiler von a.

»<=" Durch Widerspruch. Angenommen a ist keine Primzahl. Nach (2) ist p ein
Teiler von a mit 1 < p < Va. m

Bemerkung (Sieb des Erathostenes). Lemma 2.4(3) bildet die Grundlage eines effi-
zienten Verfahrens um alle Primzahlen in einem Intervall zu bestimmen, namlich des
Sieb des Eratosthenes. Mochte man alle Primzahlen p mit a < p < b bestimmen, geniigt
es demnach alle Zahlen im diskreten Intervall [a, b] aufzuschreiben und sukzessive die
Vielfachen aller Primzahlen im Intervall [2, Vb] zu streichen. In den Ubungen werden
wir dieses Verfahren in der Praxis ausprobieren.

2.2 Fundamentalsatz der Arithmetik

Wir wollen nun zeigen, dass jede natiirliche Zahl a > 2 in eindeutiger Weise als Produkt
von Primzahlena = p; - - p, mitn > 1und py, . . ., p, € P dargestellt werden kann. Mit
der iiblichen Konvention, dass das leere Produkt gleich der Eins ist, also 1 = ?:0 Di
gilt diese Darstellung auch fiir a = 1.

Satz 2.5. Jede natiirliche Zahl ldsst sich als Produkt von Primzahlen darstellen. Diese
Darstellung ist, bis auf die Reihenfolge der Faktoren, eindeutig.

Insbesondere besitzt jedes a € N eine eindeutige Darstellung a = p{' - - - p;" mitn € Ny,
e, ...en €ENundpy,...,pp €Pmitp; <--- < py.
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Beweis. Es geniigt die erste Aussage zu zeigen; die Aussage unter “insbesondere” folgt
dann unmittelbar durch Gruppierung gleicher Primfaktoren.

Existenz: Sei a € N. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach a. Ist a = 1, so
ist a das leere Produkt. Sei nun a > 1 und die Aussage gelte fiir alle @’ € Nmit a’ < a.
Nach Lemma 2.4(1) gibt es ein p € P mit p | a. Dann ist a = pb mit b € N. Wegen p > 2
ist b < a, und daher gibt es, nach Induktionsvoraussetzung, m € Nound py, ..., pn € P
mit b = p;y - - - py. Dann ist aber a = pp; - - - pi.

Eindeutigkeit: Wir zeigen die Aussage wieder durch Induktion nach a. Ist a = 1 so,
lasst sich a nur als das leere Produkt darstellen. Sei a > 1 und die Aussage gelte fiir alle
a’ € Nmit @’ < a. Angenommen esista = py---p, = p|---p;, mit m, n € Nund py,
e PP P EP

Wegen p; | p;---p}, gibt es nach Lemma 2.3 ein i € [1,m] mit p; | p;. Nach
einer eventuellen Umnummerierung der p; konnen wir annehmen i = 1, also p; | p].
Weil p) eine Primzahl ist, folgt daraus p; = p|. Durch Kiirzen folgt dann p, - - - p, =
Py pr- Wegen py ... p, < a folgt aber nach Induktionsvoraussetzung m = n, und
nach geeigneter Umnummerierung ist p; = p/ fiir alle i € [2, n]. O

Beispiel. Esist 12 = 2-3 -2 = 3 -2 - 2; hier ist die Darstellung mit p; = 2, p, = 3,
p3 = 2und p}| = 3, p, = 2, p; = 2 eindeutig bis auf Umordnung. Verwenden wir eine
Darstellung wie unter “Insbesondere” genannt, erhalten wir 12 = 22 - 3 also p; = 2,
p2:3,€1:2,€2:1.

Bemerkung. Die Zahl 1 ist keine Primzahl. Wiirde man 1 als Primzahl zulassen, so
hitte man keine eindeutige Darstellung als Produkt von Primzahlen, da stets a =

p1- Pn=1p1---py =1"py - - - p, fiir beliebiges m € N gilt.

2.3 Verteilung der Primzahlen

Fragen zur Verteilung der Primzahlen in den natiirlichen Zahlen gehéren seit jeher zu
den zentralen Fragen der Zahlentheorie.

Satz 2.6 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen P ist endlich. Sei dann P = {ps,...,p,}. Wir setzen a =
p1--pn+ 1. Wegen 2 € Pista > 1. Nach Lemma 2.4 gibt es eine Primzahl p mit
p | a. Dann muss aber p = p; fiir ein i € [1, n| gelten. Damitistp | a—p;---p, = 1 und
deshalb p = 1, ein Widerspruch dazu, dass p eine Primzahl ist. O

Folgende Verscharfung von Euklids Resultat sei hier ohne Beweis wiedergegeben.
Der Beweis erfolgt tiblicherweise mit Mitteln der analytischen Zahlentheorie. Einzelne
Spezialfalle, zum Beispiel fiir Zahlen der Form 4k + 1 oder Zahlen der Form 4k + 3,
lassen sich aber leicht elementar beweisen.
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Satz 2.7 (Dirichlet, 1837). Seien a, b € Z mit ggT(a,b) = 1. Dann gibt es unendlich
viele Primzahlen der Form ak + b mitk € Z.

Definition 2.8. Die Funktion 7: R5y — Ny,

n(x)={peP|p=<x}
heif3t Zdhlfunktion der Primzahlen.

Satz 2.9 (Primzahlsatz, 1896). Die Funktion m(x) ist asymptotisch gleich x [log(x) fiir

x — oo, das heifSt

L)
e x/log(x)

Achtung: In der Zahlentheorie bezeichnet log(x) den natiirlich Logarithmus von x, mit

Basis e = 2, 718...

Beweise des Primzahlsatzes erfolgen iiblicherweise mit Mitteln der komplexen
Analysis und werden entsprechend der analytischen Zahlentheorie zugerechnet. Der
Satz wurde, unabhangig voneinander, zuerst von Hadamard und de la Vallée-Poussin
1896 bewiesen. Ein einfacher Beweis findet sich in [New80; Zag97]; siehe [Bun08,
Kapitel 7, §3] fiir eine ausfiihrlichere Darstellung.

Bemerkung. Das Studium der Primzahlzahlfunktion 7 ist eng verkniipft mit dem
Studium der Riemannschen ¢-Funktion, die fur s € C mit R(s) > 1 gegeben ist durch

(0= —=[Ja-r

nx1 pEP

Der Definitionsbereich der Funktion { lasst sich durch analytische Fortsetzung holo-
morph auf C \ {1} ausdehnen. (An der Stelle 1 besitzt { eine einfache Polstelle mit
Residuum 1.)

Der Primzahlsatz folgt aus der Tatsache, dass { keine Nullstelle s mit R(s) > 1
besitzt. Allgemeiner weifl man, dass auler den ,trivialen Nullstellen® -2, —4, —6, . . .,
samtliche Nullstellen von { im vertikalen Streifen 0 < R(s) < 1 der komplexen Ebene
liegen.

Die Riemannsche Vermutung besagt, dass fiir diese Nullstellen sogar R(s) = 3 gilt.
Ein Beweis der Riemannschen Vermutung — beziehungsweise besseres Wissen iiber
die Verteilung Nullstellen von { — erlaubt genauere Aussagen iiber die Verteilung der
Primzahlen, insbesondere bessere Fehlerterme bei der Approximation der Zahlfunktion
7. Die Riemannsche Vermutung ist dquivalent zu

dt.

m(x) = Li(x) + O(Vxlog(x)) fiirx — oo mit Li(x)= /x =
2

Hierbei bildet Li(x) eine bessere Naherung von 7(x) als x/log(x), die beiden Funktionen
sind aber asymptotisch dquivalent.
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Abbildung 2.1: Primzahlzahlfunktion 7 (x) fiir x < 1000 und fir x < 10000.

Der Primzahlsatz liefert zwar Aussagen Uber das asymptotische Verhalten der
Zahlfunktion, das bedeutet aber nicht, dass sich 7 auch so glatt verhalt wie x/log(x).

Satz 2.10. Zu jedem n € N gibt es ein N € N mit PN [N, N + n| = 0. Das heifSt, P hat
beliebig lange Liicken.

Beweis. Sei m = n + 2. Keine der Zahlen
m+2 m+3 ..., m+m
ist prim, da i | m! + i fur alle i € [2, m]. Die Aussage folgt mit N = m! + 2. O

Andererseits gilt die Bertrandsche Vermutung (bewiesen 1852 von Tschebyscheft;
hier ohne Beweis).

Satz 2.11 (Bertrandsche Vermutung). Zu jedem n € Ny, gibt es eine Primzahl p mit
n<p<2n.

Man vermutet auch, dass es auch unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

Vermutung (Primzahlzwillinge). Es gibt unendliche viele Primzahlen p fiir die auch
p + 2 eine Primzahl ist.

Vor kurzem gelang hier ein Durchbruch; von einer vollstandigen Losung ist man
dennoch weit entfernt.

Satz 2.12 (Zhang, 2013). Fiir eine ganze Zahl N < 70 - 10° gibt es unendlich viele Paare
von Primzahlen p < q mitq —p < N.

Inzwischen weifl man N < 246 (Maynard 2014; Tao 2014). (Unter Annahme der
verallgemeinerten Elliott-Halberstam Vermutung gilt N < 6.) Um die Vermutung tiber
Primzahlzwillinge zu beweisen, miisste man zeigen N < 2.
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2.4 Noch einmal Teilbarkeit, ggT und kgV

Aufgrund des Fundamentalsatzes ist folgende Definition sinnvoll.

Definition 2.13. Seia € Z\ {0} und |a| = p; -+ - p, mitn € Nound py, ..., p, € P. Fur
p € P sei die p-adische Bewertung von a

vp(a) = |{i€[L,n]|p=pi}|eN.

Das heif3t, v (a) ist die Haufigkeit mit der die Primzahl p in der Primfaktorenzerle-
gung von |a| auftritt.

Beispiel. Fiira = -6760 = —2°-5-13%ist vp(a) = 3, vs(a) = 1, vi3(a) = 2und v,(a) = 0
fir alle p € P\ {2,5,13}. Fiir a = 1ist v,(a) = 0 fiir alle p € P.

Mit dieser Definition lasst sich jedes a € Z \ {0} darstellen als

a = sgn(a) 1—[ P,

peP

wobei sgn(a) = 1 falls a > 0 und sgn(a) = —1 falls a < 0. Man beachte, dass dieses
Produkt stets ein endliches Produkt ist, da v, (a) = 0 fiir alle bis auf endlich viele p € P
gilt.

Lemma 2.14. Seiena, b, aq, ..., a, € Z.

(1) a| b & vy(a) < vp(b) fiirallep € P.

(2) Esist
ggT(ah S y) = npmin{vp(al) sssss voan)t  nd
peP
kgV(ai,...,ap) = npmaX{Vp(al)w-,vp(an)}_
peP

Beweis. (1): Weil a | b dquivalent ist zu |a| | |b|, konnen wir a, b € N annehmen.
»<": Fir alle bis auf endlich viele p € P ist v,(b) = v,(a) = 0. Aulerdem ist stets
Vp(b) = vp(a) > 0. Deshalb ist

k= npvp(b)—vp(a) e N.
peP

Und offensichtlich ist ak = b, also a | b.
»=":Sei k € Z mit ak = b. Wegen a, b € N ist auch k € N. Es folgt

b= n P = l_[ p@. n pur) = n U@ (k)

peP peP peP peP
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Aufgrund der Eindeutigkeit der Primfaktorenzerlegung folgt v,(b) = v,(a) + v, (k) fiir
alle p € P, und deshalb v,(b) > v,(a).

(2): Wir zeigen die Behauptung fiir den grofiten gemeinsamen Teiler; der Beweis
fir das kleinste gemeinsame Vielfache verlauft vollig analog. Sei

d = npmin{vp(al),.-.,vp(an)} e N.
pEP

Dann ist v,(d) = min{vy(ai),...,vp(a,)} fiir alle p € P. Aus (1) folgt d | q; fiir al-
le i € [1,n]. Ist andererseits d’ € N mit d’ | g; fur alle i € [1,n], so folgt, wieder
aus (1), die Ungleichung v,(d’) < vp(a;) fiir alle i € [1,n] und p € P. Deshalb ist

vp(d') < min{v,(ay),...,vp(a,)}. Da dies fiir alle p € P gilt, folgt unter einer weiteren
Anwendung von (1) auch d’ | d. O

Liegen fiir die g; also die Primfaktorisierungen vor, lassen sich ggT und kgV auf
einen Blick bestimmen. Die Bestimmung der Primfaktorzerlegung einer beliebigen Zahl
gilt aber als ein schwieriges Problem: Man kennt keine effizienten Algorithmen hierfir.
Ist also die Primfaktorisierung der Zahlen noch nicht bekannt, bietet der euklidische
Algorithmus das wesentlich effizientere Verfahren um ggT und kgV von grofien Zahlen
zu bestimmen.

Beispiel. Fir

a= 486200 =2%.5%.11-13-17
b=1226940 = 2%2-3-5-11% - 132
¢ =2654652=2%-3-7-11-13%-17

folgt
ggT(a,b,c) = 2% -11-13 = 572,
kgV(a,b,c) =2%-3-5%.7-11% - 13% - 17 = 1460058600.
2.5 Fermat-/Mersenne-Zahlen und vollkommene Zahlen

Satz 2.15. Seiena € N>, undn € N.

(1) Ista" + 1 prim, so ist a gerade und n = 25 mit k € N,.

(2) Ista" —1 mitn > 2 prim, so ista = 2 und n prim.

Beweis. Wir benutzen: Sind k, I € N mit k | [, so folgt a* — 1 | @' — 1 (vergleiche
Ubungsblatt 1, Ubung 4).
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(1) Ist a ungerade, so ist a” + 1 gerade und wegen a” + 1 > 2 deshalb a" + 1 ¢ P.
Sei n = 2km mit m ungerade. Dann ist

k k k
a”+1:a2m+1:—((—a2)m—1) also a® +1|d"+1.
Ista" +1€P, somusswegenl<a2k+1alsogeltena2k+1:a”+1unddamitn:2k.

(2)Ista>2,soist1 <a—1<a*—1.Wegena—1|a"—1listdanna” — 1 ¢ P. Ist
n nicht prim, so gibtesein1 < m < nmitm | n. Dannist1 < a” -1 < a" — 1 und
a—1|a" -1 |

Definition 2.16. Fiir n € N, heift die Zahl F, = 22" + 1 die n-te Fermatsche Zahl. Fiir
n € N heif3t die Zahl M,, = 2" — 1 die n-te Mersennesche Zahl.

Man nennt F,, beziehungsweise M, eine Fermatsche Primzahl, beziehungsweise
Mersennesche Primzahl, wenn sie prim ist.

Bemerkung. (1) Fy = 3, F; = 5, F, = 17, F5 = 257, F; = 65537 sind Primzahlen.
Fermat vermutete (1640), dass auch die weiteren F,, Primzahlen sind. Euler zeigte
1732, dass Fs = 2°* + 1 = 4.294.967.297 von 641 geteilt wird. Es ist derzeit keine
weitere Fermatsche Primzahl bekannt. (Man vermutet, dass es keine weiteren gibt.)

Den Fermatschen Primzahlen kommt in der Elementargeometrie eine besondere

Bedeutung zu: Das regelméafiige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-

struierbar wenn gilt n = 2%p; - - - p; mit verschiedenen Fermatschen Primzahlen p,
.., pi- (Der Beweis erfolgt mit Mitteln der Algebra; Stichwort Galoistheorie.)

(2) Wir wissen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Aber was ist die grofite be-
kannte Primzahl? Hier hat sich geradezu ein Sport etabliert. Man untersucht immer
grofere Mersennesche Zahlen daraufhin ob Sie Primzahlen sind. (Zu testen ob eine
Zahl eine Primzahl ist, ist auf effiziente Weise moglich. Die Primfaktorenzerlegung
einer beliebigen Zahl zu bestimmen gilt hingegen als sehr schwieriges Problem fiir
das kein effizienter Algorithmus bekannt ist).

Derzeit kennt man 49 Mersennesche Primzahlen. Die grofite ist M74 207251, entdeckt
am 7. Janner 2016. Das ist eine Primzahl mit ca. 22 Mio. Dezimalstellen.

Siehe http://www.mersenne.org und http://www.mersenne.org/primes/ fiir eine
Liste aller bekannten Mersenneschen Primzahlen.

o(n) = Z d,

dn

Definition 2.17. Fur n € N sei

die Summe der positiven Teiler von n.
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Eine natirliche Zahl n heif3t vollkommen wenn gilt o(n) = 2n. Zum Beispiel ist
0(6) =1+ 2+ 3+ 6 = 12 und deshalb 6 vollkommen. Die ersten vier vollkommenen
Zahlen sind 6, 28, 496, 8128.

Esist unbekannt, ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt. Fiir gerade vollkommene
Zahlen gibt es folgende Charakterisierung.

Satz 2.18. Sein € N und 2 | n. Dann ist n genau dann vollkommen, wenn es ein k > 2
gibt mitn = 210 und weiters My = 2K — 1 eine Primzahl ist.

Beweis. ,<*: Sein = 2K-1M; und M;. € P. Dann ist

o(n) = (2K M) = Z d+ Z dMi = (1 + My) Z d

d|2k—l dlzk—l d|2k—1

k-1
=(1+Mp) Y 2 =2F@F - 1) =2n.
=0

,=“: Wir setzen an n = 2"1m mit k > 2 und m ungerade. (Es gilt k > 2, weil wir
2 | n voraussetzen.) Dann ist nach Voraussetzung

k-1
okm = o(2F"'m) = Z o) Z d = (2F = 1)a(m). (2.1)
Jj= dm

Weil 2F — 1 ungerade ist, gilt 2F | o(m), also o(m) = 2¥] mit | € N. Substituieren wir das
auf der rechten Seite von Gleichung (2.1), und vergleichen mit der linken Seite, so folgt
m= (2% - 1)L

Wirel > 1, so wiren 1, [, m verschiedene Teiler von m und deshalb o(m) > 1+l+m >
2k1, ein Widerspruch. Also ist | = 1 und m = 2K — 1. Weiters ist o(m) = 2 = m + 1 und
deshalb m eine Primzahl. O

Uber Primzahlen und verwandte Themen gibt es noch sehr viele weitere interessante
Sétze und Vermutungen. Das Buch Die Welt der Primzahlen von P. Ribenboim [Rib11]
bietet eine leicht zugédngliche Einfiihrung, die weit Giber den Inhalt dieser Vorlesung
hinausgeht.
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3 Kongruenzen

3.1 Kongruenzen und Restklassen

Definition 3.1 (Kongruenz). Seien m € N und a, b € Z. Dann heifit a kongruent (zu)
b modulo m, geschrieben
a=b modm,

wenn gilt m | (a — b). Die Zahl m ist der Modul der Kongruenz. Ist a nicht kongruent zu

b modulo m, so sagt man a ist inkongruent (zu) b modulo m und schreibt a # b mod m.

Fir Kongruenz modulo m sind auch andere Schreibweisen tiblich; zum Beispiel
a=b (mod m),a=0b (m), oder a =, b. Ist der Modul m aus dem Kontext klar, kann
man auch abkiirzen zu a = b.

Beispiel. Esgilt 16 =2 mod 7,denn 7 | (16 — 2) = 14. Es gilt -1 = 12 mod 13, denn
13| (12 — (-1)) = 13. Andererseits ist =1 # 12 mod 10, denn 10 ¢ 13.

Satz 3.2. Seien m € N und a, b € Z. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(@) a=b mod m.

(b) a und b lassen bei Division durch m den selben Rest.

Beweis. Seien q;,q2 € Zund ry,r; € [0,m — 1] mita = gym +ry und b = qgom + r».
(a) = (b):Esista—b =(q1 —q2)m+ (r; —r2). Wegenm | a—b folgt m | ry — ry. Weil
|ri — r2| < mist, ist das aber nur moglich, wenn gilt r; = r,.
(b) = (a): Wegenry = ry gilta—b = (g1 — gz)m und deshalb m | a— b, alsoa = b
mod m. O

Lemma 3.3. Sei m € N. Kongruenz modulo m ist eine Aquivalenzrelation auf Z, das
heifst, fiir a, b, c € Z gilt:

e a=a mod m.

* a=b mod m genau dann wennb = a mod m.
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e Ausa=b mod mundb=c mod m folgta=c mod m.

Beweis. Esist m | (a—a) = 0. Weiters ist m | (a — b) genau dann wenn m | —(a — b) =
(b—a). Damit sind die ersten beiden Eigenschaften bewiesen. Seinuna = b mod m und
b=c mod m,dasheilit m | (a—b)undm | (b—c). Dannistm | (a—b)+(b—c) =a—c
und deshalb a = ¢ mod m. O

Insbesondere rechtfertigt die Symmetrie der Relation die Sprechweise ,,a und b sind
[in]kongruent modulo m®, anstelle von ,a ist [in]kongruent zu b modulo m®.

Satz 3.4 (Rechenregeln I). Seienm € N unda, b, c,d € Z.

(1) Ausa=b mod m undc =d mod m folgena+c =b+d mod m und ac = bd
mod m.

Die Aussagen gelten sinngemdf3 auch fiir Summen/Produkte von mehr als zwei Ele-
menten. Insbesondere: Ausa = b mod m folgt a* = b* mod m fiir alle k € N.

(2) Sei f € Z[X] ein ganzzahliges Polynom, das heift,

n
f=ZciXi mitn € Ny, ¢q,...,¢, € Z.
i=0

Ausa =b mod m folgt dann f(a) = f(b) mod m.
(3) Ausa =b mod m folgt ggT(a, m) = ggT(b, m).

Beweis. (1)Esgiltm | a—bundm | c—d. Dannist aber m | (a—b)+(c—d) = (axc)—(b+d)
und deshalba+c = b+d mod m. Wegen ac—bd = ac—bc+bc—bd = (a—b)c+b(c—d)
ist auch m | ac — bd und deshalb ac = bd mod m.

Die Aussagen fiir Summen/Produkte von mehr als zwei Elementen folgen durch
eine einfache Induktion.

(2) Esist f(a) = 21—y cia” und f(b) = X1, c;b". Aus (1) folgt

f(a) = Z cia" = Z cib" = f(b) mod m.
i=0 i=0
(3) Ist d = ggT(a, m) so folgt wegen m | a — b auch d | a — b und weiterd | b =
a — (a — b). Deshalb gilt d | ggT(b, m). Durch Vertauschen von a und b folgt auch
gegT(b,m) | ggT(a, m), also ggT(a, m) = ggT(b, m). O

Beispiel. (1) Mz74.207.281 ist die grofte bekannte Primzahl (siehe Abschnitt 2.5). Wir
wollen die letzte Dezimalziffer (,Einerstelle®) dieser Zahl bestimmen: Dazu berech-
nen wir r € [0,9] mit 2" — 1 = r mod 10 fiur n = 74.207.281. Da n in Dezimaldar-
stellung gegeben ist, bietet es sich an zuerst 21 modulo 10 zu betrachten:

210" = (25k)2k =22 mod10 denn2°=32=2 mod 10.
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Nun ist 22 = 2 mod 10, 22" = 4 mod 10, 22 =16=6 mod 10und 2 =36 =6
mod 10. Wir sehen insbesondere 62 = 6 mod 10. Daraus schlieffen wir induktiv
6 = 6 mod 10 fur alle k € N. [Beweis: Fiir k € {1, 2} wissen wir das bereits. Fiir
k > 3 ist dann nach Induktionsvoraussetzung 65 = 61 -6 =6 -6 =6 mod 10.]

Insbesondere ist also fur k > 2

Schlief3lich erhalten wir

974.207.281_1 — 974.207.210°4810+1_ 1 — (742072, 582 o 1 —69_1=11=1 mod 10.
~——
6

Die letzte Dezimalziffer von M4 207 251 ist also 1.

(2) Fs = 22’ +1 = 2% + 1 ist teilbar durch 641 und deshalb keine Primzahl: Wegen
640 = 27 - 5 folgt 27 - 5= =1 mod 641 und weiter 2?85 =1 mod 641. Weiters ist
641 = 16 + 625 = 2* + 5% also 2* = —5* mod 641. Damit folgt

2% =22 .24 =2 . (-5 = -1 mod 641,

also 641 | 232 + 1.

Bemerkung: Warum sollten wir gerade 641 im Verdacht haben ein Teiler von F5 zu sein?
Man kann zeigen (siche [Bun08, §3.2.11]), dass jeder Primteiler von F, die Form 2"*2k + 1
fur k € Ny hat. Fir F5 kommen also die Zahlen 129, 257, 385, 513, 641, ...in Frage. Aber
129, 385 und 513 sind keine Primzahlen; 257 = F; und wegen ggT(Fs, F5) = 1 (vgl. Blatt 3,
Ubung 1) kommt dieses nicht als Teiler in Frage. Tatsachlich ist also 641 die kleinste Zahl
die als Primteiler von Fs in Frage kommt.

Bis jetzt haben wir Kongruenzen stets fiir einen festen Modul m betrachtet. In
folgendem Satz fassen wir Rechenregeln fiir veranderliche Moduln zusammen.
Satz 3.5 (Rechenregeln II). Seienm, m’ € Nunda, b, c € Z.

(1) Ista=b mod m undm’ | m, so gilt aucha =b mod m'.

(2) Ausa=b mod m folgt ac = bc mod mlc|.
(3)

ac=bc modm & a=b mod —.
ggT(c,m)

Insbesondere: Ist ggT(c,m) = 1 so ist ac = bc mod m dquivalent zua = b mod m.
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(4) Seienmy, ..., m, € Nundm =kgV(my,...,m,). Dann gilt

a=b modm; firalleie[l,n] & a=b mod m.

Beweis. (1) Es gilt m | a — b und m’ | m. Aufgrund der Transitivitat der Teilerrelation
folgt auchm’ | a — b.

(2) Aus m | a — b folgt mc | (a — b)c = ac — be. Es ist aber mc | ac — bc genau dann
wenn m|c| | ac — bc nach Lemma 1.4(2).

(3) Sei d = ggT(c, m).

»="Aus m | ac — bc = (a — b)c folgt nach Satz 1.10(2) auch m | (a — b)d. Wegen
d | mist das aquivalent zu 7 | a — b.

»<="Sei c = dc’ mit ¢’ € Z. Nach (2) folgt ad = bd mod m, und dann weiter, nach
Satz 3.4(1) auch ac = adc¢’ = bdc’ = bc mod m.

(4) Die Richtung <" folgt wegen m; | m aus (1).

»="Istm; | a—b firallei € [1, n], so ist nach Definition des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen auch m | a — b. O

Beispiel. Achtung!

« Im Allgemeinen kann man nicht kiirzen ohne den Modul zu verandern. Es ist
2:2=2-0=0 mod 4, aber 2 # 0 mod 4. Aber es gilt 2= 0 mod 2 (siehe (3)).

l

. Sind k, I € N mit k =] mod m, so folgt im Allgemeinen nicht a* = a' mod m.

Zum Beispiel ist 1 = 6 mod 5, aber 2! # 2° = 64 =4 mod 5.
3.1.1 Restklassen
Definition 3.6 (Restklassen). Seim € N.

(1) Fira € ZheiBta := [a] := [a]m = a+ mZ := {a+ mk | k € Z} die Restklasse von
a modulo m.

(2) Jedes b € a heifit Reprdisentant der Restklasse a.
(3) Z/mZ = {a|acZ) seidie Menge der Restklassen modulo m.

Beispiel. Firm = 4 ist

0=0+4Z={...,—-12,-8,-4,0,4,8,12...},
1=1+4Z={...,-11,-7,-3,1,5,9,13...},
2=2+4Z={...,-10,-6,-2,2,6,10,14...},
3=3+4Z={...,-9,-5,—1,3,7,11,15.. .}.
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Bemerkung. Manchmal sieht man auch die Notation Z,, fiir Z/mZ. Wir wollen das
nicht tun, denn hier besteht Verwechslungsgefahr mit den p-adischen Zahlen, die in der
Zahlentheorie iiblicherweise auch mit Z, fiir p € P bezeichnet werden.

Die Notation Z/mZ figt sich aulerdem in eine allgemeiner Notation der Algebra
ein: Ist R ein Ring und I ein Ideal von R, so bezeichnet R/I den Faktorring (siehe auch
die Bemerkung nach Satz 3.13). Hier betrachten wir den Spezialfall R = Z und I = mZ.

Wir kénnen nun Satz 3.2 erweitern zu:
Satz 3.7. Seienm € N und a, b € Z. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(@) a=b mod m.
(b) a und b lassen bei Division durch m den selben Rest.
) a=b.

Beweis. (a) © (b): Satz 3.2.

(a) = (c) Wir zeigen a C b, die andere Inklusion folgt dann durch Vertauschen von
aund b. Wegena =b mod mistm | a—b. Also gibt es ein k € Z mit mk = a — b. Sei
nun @’ € a. Dann gibteseinl € Zmita’ = a+ ml = b+ m(k + [). Deshalb ist a’ € b,
also a C b.

()= (a) Esist a € a C b und deshalb gibt es ein k € Z mit a = b + mk. Dann ist
a—b =mkund deshalb m | a— b, alsoa=b mod m. O

Wir haben bereits gesehen, dass Kongruenz modulo m eine Aquivalenzrelation auf
Z ist. Die Restklassen sind also nichts anderes als die Aquivalenzklassen der Aquiva-
lenzrelation Kongruenz modulo m, und Z/mZ ist die Menge aller Aquivalenzklassen.

Satz 3.8. Seim € N. Sind ay, . . ., a, € Z paarweise inkongruent modulo m (das heifit,
a; # aj mod m fiiri # j), so ist

Z/mZ = {ai,...,am}.
Insbesondere ist Z/mZ = {0, . ..,m — 1} und |Z/mZ| = m.

Beweis. Wir zeigen zuerst Z/mZ = {0, ..., m— 1}. Nach Definition von Z/mZ gilt die
Inklusion ,, 0% Wir zeigen ,,C*. Ist & € Z/mZ so gibt es nach Definition ein a € Z mit
o =a.Seia= gm+rmit g € Zund r € [0, m — 1]. Nach Satz 3.7 ist dann a=r,also
ac{0,1,...,m—1}.

|Z/mZ| = m: Ist r € [0,m — 1] so lasst r bei Division durch m den Rest r. Fur
i,j € [0,m — 1] mit i # j ist deshalb i # j nach Satz 3.7. Darum sind 0,...,m — 1
paarweise verschieden und |Z/mZ| = m.

_Seien _schlieﬁlich ai, ..., am € Z peErweise inkongruent modulo m, und sei A =
{ai,...,am}. Nach Satz 3.7 gilt a; # a; fiir i # j. Darum ist [A] = m und wegen
A C Z/mZund |Z/mZ| = m folgt A = Z/mZ. O

31



Definition 3.9. Eine Menge von m ganzen Zahlen, die paarweise inkongruent modulo
m sind, heif3t vollstdndiges Restsystem modulo m.

Neben [0, m — 1], dem kleinsten nicht-negativen Restsystem modulo m, bildet auch
{x€eZ|-m/2 <x < m/2}, das absolut kleinste Restsystem modulo m, ein wichtiges
vollstandiges Restsystem.

Beispiel. Die Zahlen 0, 1, 2, 3 bilden ein vollstdndiges Restsystem modulo 4. Dasselbe
gilt aber auch fiir -1, 0, 1, 2, denn es gilt 3 = —1 mod 4. Auch 24, 5, 42, 7 bilden ein
vollstandiges Restsystem modulo 4.

3.1.2 Lineare Kongruenzen

Seien m € N und a, b € Z. Wir suchen x € Z die ax = b mod m erfillen. Man sagt
dann, x 16st die lineare Kongruenz

aX=b modm (3.1)

(in einer Unbestimmten X).

Lost x € Z die Kongruenz (3.1) und ist x” € Z mit x = x’ mod m, so 16st auch
x" die Kongruenz (3.1). Die Eigenschaft Losung der Kongruenz zu sein kommt also
einer ganzen Restklasse zu. Mit der Losungsanzahl der Kongruenz (3.1) meint man
deshalb die Anzahl der Restklassen die Losungen von (3.1) enthalten. Bei fest gewahltem
vollstandigen Restsystem ist dies genau die Anzahl der Elemente im Restsystem, die
(3.1) losen.

Satz 3.10. Die Kongruenz (3.1) ist genau dann losbar wenn gilt ggT(a, m) | b. Die Lo-
sungsanzahl der Kongruenz ist dann ggT(a, m).
Insbesondere: Ist ggT(a, m) = 1 so ist die Kongruenz (3.1) eindeutig lésbar.

Beweis. Fir x € Z ist
ax=b modm & m|(ax —-b) & esgibteiny € Zmit b = ax — my.

Das heif3t, die Kongruenz (3.1) ist genau dann 16sbar, wenn die diophantische Gleichung
aX —mY = b eine Losung in Z besitzt. Nach Satz 1.20 ist das dquivalent zu ggT(a, m) | b.
Wir miissen noch die Losungsanzahl ermitteln. Sei dazu ohne Einschrankung a # 0,
und sei d = ggT(a, m). Ist (xg, yo) eine Losung von aX —mY = b, so ist die Gesamtmenge
der Losungen dieser diophantischen Gleichung, nach Satz 1.21, gegeben durch
{ (xo +k%,y0+kg) ) ke Z}.

Wir zdhlen nun die Losungen (x, y) fiir die x im vollstdndigen Restsystem [xg, xo+(m—1)]
modulo m liegt. Das ist aber offensichtlich genau dann der Fall, wenn

xe{xo+k%‘ke[0,d—1]}.

Das heifst, die Losungsanzahl ist d. O
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3.2 Restklassenringe

Die Menge der Restklassen besitzt eine algebraische Struktur, die wir uns nun ansehen
wollen. Das wird es uns erlauben Kongruenzen von einem modernen, algebraischen
Standpunkt aus zu betrachten. Damit lassen sich viele klassischen Resultate der elemen-
taren Zahlentheorie als Spezialfalle allgemeinerer Satze der Algebra herleiten. Diese
strukturelle Sichtweise schafft einen klareren Zugang.

Die folgende Definition einer abelschen Gruppe sollte aus der linearen Algebra
bekannt sein.

Definition 3.11 (Gruppe). Eine Gruppe ist eine Menge ) # G mit einer Verkniipfung
*: G X G — G und einem neutralen Element e € G, so dass fiir alle a, b, c € G gilt

eax(bxc)=(axb)=*c,
ca=exa=axe,

« esgibteind’ e Gmitaxa =a' xa=e.
Gilt weiters a b = b * a fur alle a, b € G, so heifit G abelsch (oder kommutativ).

Zu jedem a ist das Element a’ mit der Eigenschaft a * @’ = a’ * a = e eindeutig
bestimmt. [Beweis: Seien a’, a” € Gmita*a’ = d’*a =eund axa” = a” *a = e. Dann
ista’ =ad’'«xe=d «x(axa”’)=(a *a)xa”’ =exad =a".

Man nennt a’ das Inverse von a. Man schreibt dafiir tiblicherweise a™! bei multiplika-
tiv geschriebener Verkniipfung (- statt *), und —a bei additiv geschriebener Verkniipfung
(+ statt ).

Bemerkung. Formal besteht eine Gruppe aus der zugrundeliegenden Menge G, der
Verkniipfung * und dem neutralen Element e. (Wobei e durch G und * bereits eindeutig
bestimmt ist). Man schreibt dies oft kompakt als Tupel (G, *) oder (G, %, e). Sind das
neutrale Element und/oder die Verkniipfung aus dem Kontext klar, so schreibt man
aber auch oft kiirzer einfach G.

Analoge Konventionen gelten fiir andere algebraische Strukturen, insbesondere
Ringe, die wir in der nachsten Definition einfiihren.

Definition 3.12 (Ring). Ein Ring (mit Eins) ist eine Menge () # R mit zwei Verkniip-
fungen +, -: R X R — R und Elementen 0, 1, so dass fiir alle a, b, c € R gilt:

+ R mit + als Verkniipfung und 0 als neutralem Element ist eine abelsche Gruppe,
e la=a=al,

« a(bc) = (ab)c,

e« alb+c)=ab+bcund (b + c)a = ba+ ca.
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Gilt weiters ab = ba fur alle a, b € R, so heil3t R kommutativ.

Z ist ein kommutativer Ring. Vereinfacht gesagt gelten in jedem kommutativen
Ring die ,ublichen” Rechenregeln, wie wir sie von Z kennen (aufler Kiirzungsregeln!),
denn sie lassen sich aus obigen Axiomen herleiten. Weitere Beispiele fiir kommutative
Ringe sind Q, R, C, aber auch die Polynomringe Z[X], Q[X], R[X].

Die Menge Abb(R, R) aller Abbildungen f: R — R ist, mit punktweiser Verkniip-
fung, auch ein kommutativer Ring: Fiir f, g € Abb(R,R) definiert man f + g, bezie-
hungsweise fg, durch

(f +9)(x) = f(x) +g(x) und (fg)(x) = flx)g(x).

Satz 3.13. Seim € N. Mit den Verkniipfungen

a+b=a+b und a-b:=ab fira,b eZ,

ist Z/mZ ein kommutativer Ring mit Nullelement 0 und Einselement 1. Fiir a € Z ist
-a=-a.

Beweis. Wir miissen zuerst iiberpriifen dass a + b und ab unabhéngig von der Wahl
der Reprisentanten a, b sind. Seien also @', b’ € Z mit a = a’ und b = b’. Wir miissen
zeigen: a + b = @’ + b’ und ab = a’b’. Dies folgt aber unmittelbar aus Satz 3.4.

Z[mZ ist eine abelsche Gruppe beziiglich +: Seien a, f, y € Z/mZ. Dann gibt es a, b,
ce€Zmita=a,f=bundy = c. Es ist

(@+p)+y=@+b)+c=(a+b)+c=(a+b)+c=a+(b+c)

=a+(b+c)=a+b+c)=a+(B+y)

weiters

a+f=a+b=a+b=b+a=b+a=p+
a

und

—a+a=a+-a=a+-a=a+(—a)=0.

_ Z|mZ ist ein kommutativer Ring: Man uberprift a(fy) = (ap)y, aff = pa und
la = al = a genauso nach wie gerade eben bei der Addition. Schliellich ist

B+y)a=alf+y)=ab+c)=ab+c=a(b+c)=ab+ac=ab+ac

:55+55:aﬁ+ay:ﬂa+ya.
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Definition 3.14. Man nennt Z/mZ mit den Verkniipfungen aus Satz 3.13 den Restklas-
senring von Z modulo m.

Bemerkung zur Algebra. Sei R ein Ring. Eine Teilmenge I C R heif3t Ideal von R wenn fir
a,belundreRgilt:0el,a+bel,—aecl, raeclundar €l AusLemma 1.4(5) folgt: Fir
jedes m € Z bildet die Menge der Vielfachen von n, geschrieben mZ = { mk | k € Z }, ein Ideal
des Rings Z.

Die obige Konstruktion der Restklassenringe Z/mZ wird in der Algebra verallgemeinert: Sei
R ein [kommutativer] Ring und I ein Ideal von R. Fiir a € R definiert man a+1 ={a+x | x €1}
Dann bildet R/I = {a+1 | a € R} in natiirlicher Weise einen [kommutativen] Ring, den
Faktorring (auch genannt Quotientenring oder Restklassenring). Dabeiist (a + I)(b +1) == ab +1
und (a+ D+ b +1)=(a+b)+1I

Definition 3.15. Sei R ein Ring.

(1) Ein Element a € R heif3t Einheit (oder invertierbares Element) von R, wenn es ein
a’ € R gibt mit aa” = a’a = 1. (Das Element a’ ist dann - wie zuvor bei den Gruppen
- eindeutig bestimmt, und man schreibt dafiir a™.)

(2) R* C R sei die Menge aller Einheiten von R.
(3) Ein kommutativer Ring R heiffit Kérper wenn R # {0} und R* = R\ {0}.

(Das heif$t, in einem Korper besitzt jedes von 0 verschiedene Element ein Inverses.
Weiters schlieflen wir den degenerierten Fall des Nullrings {0} aus.)

Beispiel. Esist Z* = {+1} und Q* = Q \ {0}. Die rationalen Zahlen Q bilden einen
Korper, Z nicht.

Bemerkung. Fir x € R gilt stets 0x = 0. [Denn: 0x = (0 +0)x = 0x + 0x, woraus durch
Subtraktion von 0x schlie8lich 0x = 0 folgt.] Ist 0 # 1, also insbesondere R # {0}, so
gibt es also kein x € R mit 0x = 1. Also ist stets 0 ¢ R*. In einem Korper sind demnach
alle Elemente invertierbar fiir die das potentiell moglich ist.

Lemma 3.16. Sei R ein Ring.

1
2
3
4

1 € R%,
Sind a, b € R%, so ist auch ab € R* und (ab)™! = b~la™ L.

Ista € RX, soistaucha™ € R* und (a™")™! = a.

(
(
(
(

~ ~—— ~—

R* ist eine Gruppe mit Verkniipfung - und neutralem Element 1.
Beweis. (1) Wegen 1-1=11ist1 e R*.

(2)Esist (ab)bla™! = a(bb™)a™ ' =a-1-a! = aa”! = 1und analog b~'a"1(ab) = 1.
(3)Wegenaa ! =ala=1ista™! € R*mit(a!)! =a
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(4) Wir uberprifen die definierenden Eigenschaften einer Gruppe. Es ist 1 € R*
nach (1). Weil fir a, b € R* nach (2) auch ab € R*, ergibt die Zuordnungsvorschrift
(a, b) — ab eine Verkniipfung R* X R* — R*.

Fir a, b, ¢ € R* gelten a(bc) = (ab)c und 1a = al, weil dies sogar fiir alle a, b, c € R
gilt. Schlielich ist fiir a € R* nach (3) auch a™! in R* und es gilt aa™! = a~'a = 1 nach
Definition von a™!. O

Sind a, @ € Z mita = &, so folgt ggT(a, m) = ggT(a’, m) nach Satz 3.4(3) . Die
Bedingung in folgendem Satz ist also vom Reprasentanten der Restklasse unabhéngig.

Satz 3.17. Seim € N. Dann ist
(Z/mZ)* = {a € Z/mZ | a € Z mit ggT(a,m) =1}.

Beweis. Sei zuerst a € Z mit ggT(a, m) = 1. Dann gibt es nach Satz 3.10 ein x € Z mit
ax =1 mod m. Das heifit ax = 1, also ist a € (Z/mZ)*.

Sei nun a € (Z/mZ)*. Seien weiters a, x € Z mita = a und a™! = «x. Wegen
1=aa"! = ax folgt ax =1 mod m. Also ist die lineare Kongruenz aX = 1 mod m

16sbar. Wieder nach Satz 3.10 gilt deshalb ggT(a, m) | 1, also ggT(a, m) = 1. O

Beispiel. < (Z/52)° ={1,2,3, 4} und deshalb ist Z/5Z ein Korper (mit 5 Elementen).
« (Z/4Z)* = {1,3}. Aber 2 ist eine von 0 verschiedene Nicht-Einheit in Z/4Z.

Satz 3.18. Seim € N. Der Restklassenring Z/mZ ist genau dann ein Korper, wenn m € P.

Beweis. Ist m € P, so ist ggT(a, m) = 1 fir alle a € [1,m — 1]. Deshalb ist (Z/mZ)* =
{1,....m—1} = Z/mZ\ {0}. Wegen m > 2 ist auch Z/mZ # {0}, und deshalb Z/mZ
ein Korper.

Angenommen m ist keine Primzahl. Ist m = 1 so ist Z/mZ = {0} der Nullring, und
deshalb kein Korper. Sei m > 1. Dann gibt es ein 1 < a < m mit a | m. Dann ist aber
ggT(a,m) = a > 1 und deshalb a ¢ (Z/mZ)~. Wegen 1 < a < m ist auch a +# 0, und
deshalb Z/mZ kein Korper. O

3.3 Simultane lineare Kongruenzen / Chinesischer Restsatz

Satz 3.19 (Chinesischer Restsatz). Sein € N. Seien my, ..., m, € N paarweise teiler-
fremd. Sind aq, . . ., a, € Z, so hat das Kongruenzensystem

X =a; modm; firalleie[1,n],

eine Losung. Diese ist eindeutig modulo my - - - my,.
(Das heifst, es gibt ein x € Z mit x = a; mod m; fiir allei € [1,n], und wenn x’ € Z eine
weitere solche Zahl ist, dann gilt x = x’ mod my - --m,.)
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Beweis. Existenz: Fur i € [1, n] sei

n
w=] Im= 2
= mj = —.
1

. T m

J=1

i
J#i

Aus Satz 1.10(4) folgt ggT(t;, m;) = 1. Daher gibt es y; € Z mit y;t; = 1 mod m;. Wir

betrachten nun die Zahl .

X = Z ajyjtj.
Jj=1

Seii € [1,n]. Wegen m; | t; fiir alle j # i, folgt

n
X = a;y;t; + Z ajy;t; = a;yt; = a; mod m;.
—
Eindeutigkeit: Ist x" eine weitere Zahl mit x" = a; mod m; fir alle i € [1,n] so ist
x = x’ mod m; fir alle i € [1,n]. Aus Satz 3.5(4) folgt x = x mod kgV(my,...,my,).
Wegen Lemma 1.13 ist kgV(my, ..., my) = my---my,. O

Beispiel. Wir bestimmen alle x € Z mit x = 2 mod 3, x = 4 mod 5 und x =
mod 7. Esist5-7=2 mod 3,3-7=1 mod5und3-5=1 mod 7. Nunfolgt2-2 =
mod 3. Also ist

3
1

X0=5-2-35+4-1-21+3-1-15=350+ 84 + 45 = 479.
eine Losung. Die Losungsmenge ist 479 + 105Z = 59 + 105Z.

Korollar 3.20. Seien n € N und my, ..., m, € N paarweise teilerfremd. Sei m =
my - - - my. Dann gibt es Bijektionen

m:iZ|mZ — Z/miZ X --- X Z/myZ, a+mZ (a+mZ,...,a+ myZ)
und
7" (Z/mZ) — (Z)miZ)* X - - X (Z|/m,Z)*, a+mZ+ (a+mZ,...,a+m,Z)

Beweis. Sind a, a’ € Z mit a + mZ = a’ + mZ, so ist nach Satz 3.5(1) auch a + m;Z =
a+m;Zfur alle i € [1, n]. Die Abbildungsvorschrift von 7 ist also tatsdchlich unabhangig
vom gewahlten Reprasentanten a der Restklasse a + mZ.

Sind a, b € Z mit n(a + mZ) = n(b + mZ), so gilt a + m;Z = b + m;Z und deshalb
a = b mod m; fir alle i € [1,n]. Aus der Eindeutigkeitsaussage von Satz 3.19 folgt
a="b mod m, also a + mZ = b + mZ. Das heift, r ist injektiv.
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Sind nun ay, ..., a, € Z beliebig, so existiert nach Satz 3.19 ein a € Z mit a = g;
mod m; fir alle i € [1, n]. Dann ist 7(a + mZ) = (a; + miZ, . . ., a, + myZ). Das heifit, ©
ist surjektiv. !

Um die Aussage fiir 7* zu zeigen, zeigen wir

(1) Fur a+ mZ € (Z/mZ)* gilt: a + miZ € (Z/m;Z)* fir alle i € [1, n].

(2) Sind ay, ..., a, € Zmit a; + m;Z € (Z/m;Z)* fiir alle i € [1, n], so ist

a7 Nay + miZ, ..., an + mpZ) € (Z]mZ)".

Dann folgt, dass 7* die Einschrankung von 7 auf (Z/mZ)* mit Bildmenge (Z/myZ)* X
-+ X (Z/myZ)* ist. Aufgrund der Bijektivitit von 7 ist dann auch 7* bijektiv.

(1) Sei b € Zmit b+ mZ = (a+mZ)™!. Dann ist ab = 1 mod m, also auch ab = 1
mod m; fiir alle i € [1, n]. Das heif3t aber (a + m;Z)(b + m;Z) = ab + m;Z = 1 + m;Z.

(2) Fiir i € [1,n] sei b; € Z mit b; + mZ = (a; + mZ)~!. Aufgrund der Bijektivitit
von 7 gibt es ein b € Z mit b + m;Z = b; + m;Z fir alle i € [1,n]. Dann ist ab + m;Z =
(a+mZ)(b+mZ) =1+ mZ fur alle i € [1, n], und deshalb, aufgrund der Injektivitit
von r, auch (a + mZ)(b + mZ) = ab + mZ = 1 + mZ. O

Bemerkung zur Algebra. Fir o, f € Z/mZ gilt auch (1) =(@1,...,1), m(a+p) = n(a)+x(f)
und z(af) = m(a)x(f), wobei die Operationen am kartesischen Produkt koordinatenweise
erklart sind. Das heif3t, & erhélt die Ringstruktur. Man sagt r ist ein Ringhomomorphismus, bzw.,
da 7 bijektiv ist, sogar ein Ringisomorphismus.

Genauso gilt fir a, § € (Z/mZ)* auch n*(af) = 7*(a)7*(f). Man sagt 7" ist ein Gruppen-
homomorphismus (bzw. Gruppenisomorphismus).

Man kann allgemein leicht zeigen:

« SindRy, ..., R, Ringe, soist Ry X- - -XR, mit koordinatenweiser Addition und Multiplikation
ein Ring.

o Ist 7: R — S ein Ringisomorphismus, so ist 77|gx: R* — $* ein Gruppenisomorphismus.

Damit folgt obige Aussage iiber 7* unmittelbar aus der iiber 7.
Die Konstruktion von 7 selbst lasst sich weiters durch Benutzung des Homomorphiesatzes
(siehe Einfithrung in die Algebra) vereinfachen.

3.4 Prime Restklassen und Eulersche Phi-Funktion

Wir wollen uns nun die Einheitengruppe des Restklassenrings Z/mZ genauer ansehen.

Man kann auch so argumentieren: 7 ist injektiv, und wegen |Z/mZ| = m = m; - --m,, = |Z/mZ X
-+ X Z/m,Z| deswegen auch surjektiv.
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Bemerkung. Sei (G, -, 1) eine Gruppe und a € G. Fir n € N definiert man rekursiv

a’ =1,a" = a" 'a,und a := (a~!)". Man kann nun durch Induktion leicht zeigen,

dass fur m, n € Z gilt: ™" = a™a" und a™" = (a™)".
Sei R ein Ring und a € R. Wenden wir das soeben gesagte auf die Gruppe (R, +) an,
so ist na fir n € Z erklart. Fir m, n € Z gilt (m + n)a = ma + na und (mn)a = m(na).
Ist n € Ny, so definiert man a° := 1und a* := a" 'a.Firm,n € N, gilt wieder a™*" =
a™a" und @™ = (a™)". Negative Exponenten kann man nur fir a € R* definieren.

Definition 3.21. Sei (G, -, 1) eine Gruppe und a € G.

(1) Gibt es ein n € N mit a" = 1, so sei ord(a) := ordg(a) := min{n € N | " = 1} die
Ordnung von a. Ansonsten setzt man ord(a) = oo.

(2) Ist a € Zund m € N mit ggT(a,m) = 1, so sei ord,(a) = ord(z/mz)x(a) die
multiplikative Ordnung von a modulo m.

Beispiel. « Fiira=5undm = 12gilt 52 = 25 =1 mod 12 und deshalb ord;»(5) = 2.

. Fiira:2undm:5gilt2254 mod5,2°=8=3 mod5,2*=16=1 mod 5
und deshalb ords(2) = 4.

Lemma 3.22. Sei G eine Gruppe, a € G mit ord(a) < oo undn € Z. Es gilt
a"=1 & ord(a) | n.
Beweis. ,,<": Sei ord(a) | n, das heifit, n = kord(a) mit einem k € Z. Dann ist
at = (aord(a))k =1.
»=":Sein = ord(a)qg + r mit g € Zund r € [0,ord(a) — 1]. Dann ist 1 = a" =

a®4@1gr = (g4D)1g" = 19¢" = @". Da ord(a) die kleinste Zahl in N mit dieser Eigen-
schaft ist, muss gelten r = 0, also ord(a) | n. O

Satz 3.23. Sei (G, -, 1) eine endliche abelsche Gruppe. Fiir a € G gilt
ord(a) | |G|.
(Insbesondere ist ord(a) < o0.)

Beweis. Die Abbildung G — G, g — ag ist eine Bijektion mit Umkehrabbildung
G — G, g — a !g. Insbesondere ist G = { ag | g € G }. Darum ist

[To=[Tas=a]]s

geG geG geG

Multipliziert man diese Gleichung mit ( [T,eq g)~, so folgt 1 = al%l. Darum ist ord(a) <
oo und aus Lemma 3.22 folgt ord(a) | |G|. O
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Bemerkung zur Algebra. Die Aussage von Satz 3.23 gilt auch fiir nicht-abelsche endliche
Gruppen, aber der hier gegebene Beweis funktioniert dann nicht: In dem Schritt in dem wir die
a’s aus dem Produkt ziehen, verwenden wir, dass G abelsch ist. Der allgemeinere Satz wird in
der Einfithrung in die Algebra als Korollar zum Satz von Lagrange bewiesen.

Definition 3.24. Fir m € N sei die Eulersche Phi-Funktion ¢: N — N definiert durch
o(m) = [(Z/mZ)"| = {a € [0,m - 1] | ggT(a,m) = 1}|.
Ist p € P, so ist Z/pZ ein Korper (Satz 3.18) und deshalb ¢(p) = p — 1. (Fir den
Randfall m = 1ist Z/1Z = {0 = 1} = (Z/1Z)* und deshalb ¢(1) = 1.)
Satz 3.25 (Euler). Seien m € N und a € Z mit ggT(a, m) = 1. Dann ist
a®™ =1 mod m.

Beweis. Nach Satz 3.23 ist ord,(a) = ord(z/mz) (a) | ¢(m). Deshalb ist a?™ = Tin
(Z/mZ)* nach Lemma 3.22, also a?™ =1 mod m. O

Satz 3.26 (Kleiner Satz von Fermat). Seien p € P und a € Z mitp t a. Dann ist
a'=1 mod p.
Insbesondere ist a’ = a mod p fiir allea € Z.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus dem vorigen Satz, da ggT(a,p) = 1
genau dann gilt wenn p 1 a und weiters ¢(p) = p — 1.

Die Aussage ,Insbesondere” folgt fiir p ¥ a indem man a"! = 1 mod p mit a
multipliziert. Istp | a,soista = 0 mod p und deswegen trivialerweise a’ = a mod p.O

Beispiel. + Wir berechnen 11!% modulo 17. Es ist ¢(17) = 16. Darum ist 11!% =
115168 = 118 mod 17. Wegen 112 = 121 = 2 mod 17 folgt 118 = 2* = -1
mod 17.

+ Der kleine Satz von Fermat kann verwendet werden, um zu zeigen, dass eine Zahl
m € N keine Primzahl ist: Findet man namlich ein a € N mit ¢! £ 1 mod m,
so kann m nicht prim sein. In der Praxis probiert man kleine a um die Rechnung
moglichst einfach zu halten.

Wir demonstrieren das am Beispiel 119, und berechnen 2''® modulo 119. Wir
schreiben zuerst 118 in Binérdarstellung: 118 = 26 + 2° + 2* + 22 + 2. Esist 2% =4
mod 119, 22° = 16 mod 119, 22’ = 18 mod 119, 22' = 86 = —33 mod 119, 2% =
18 mod 119, 22 = 86 = —33 mod 119. Darum ist

218 = _33.18-(=33)-16-4=30 mod 119,

alsoist 119 ¢ P.

40



Satz 3.27. Istm =p{'---p;” mitp; <--- <p, € Pundey, ..., e, €N, so gilt
r
otm) = [ | o (pi - ).
i=1

Insbesondere: Fiir p € P und e € N ist p(p®) = p*~1(p — 1).

Beweis. Aufgrund von Korollar 3.20 und der paarweisen Teilerfremdheit von p’,
e, -
coo pyl1st

o(m) = [(Z/mZ)) = (Z/py!)* X -+ X (Z/p;"Z)*| = p(py) - - ().

Es geniigt also ¢(p®) = p*~!(p — 1) fiir p € P und e € N zu zeigen. Das Intervall [1, p°]
ist ein vollstandiges Restsystem modulo p®. Es gilt

M= {x € [1p] ged(ph,x) > 1} = {x € [Lp'] | p | x} = {pk | k € [1p7"]),
und deshalb ¢(p°) = |Z/p¢Z| — M| = p¢ — p=~L = p(p - 1). a

3.5 Anwendung: Teilbarkeitskriterien

Ist g € Ny, so besitzt jedes a € N eine Darstellung der Form

k
i=0

mit k € Ny und aq, ..., ax € [0,g — 1]. Dabei sind k und ay, . . ., ax durch a eindeutig
bestimmt. Das lasst sich einfach durch sukzessive Division mit Rest beweisen. Allge-
meiner betrachten wir im nachsten Abschnitt die g-adische Zifferndarstellung reeller
Zahlen.

Satz 3.28. Seieng € Ny,,a,d e Nunda = Zf:o aig' mitk € Ny und ay, ..., ax € Z.

(1) Istd | g—1, soistd | a genau dann wennd | Z{-{:o a;.
(2) Istd | g+ 1, soistd | a genau dann wennd | Zfzo(—l)iai.
(3) Istd | g" fiir einn € Ny, so istd | a genau dann wenn d | Y1) a;g' (mit der

Konvention a; = 0 fiiri > k).

Beweis. (1) und (2): Esistg = ¢ mod d mit ¢ = 1in (1) und € = —1 in (2). Damit folgt

e'a; modd.

i
al-g

a

1

1

k k
=0 =0
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Das heif}t, d | a genau dann, wenn d | Zi'(:o ela;.
(3) Wegen d | ¢' fiir i > nist

—_

n—

k

i i

ag = aqg,
i=0 i

I
=}

woraus die Behauptung folgt.
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4 g-adische Zifferndarstellung

Bei der g-adischen Zifferndarstellung (auch bezeichnet als Stellenwertsystem zur Basis g),
handelt es sich um eine niitzliche Schreibweise fiir reelle Zahlen als (moglicherweise
unendliche) Reihen von Potenzen einer festen Basiszahl g € N,. Im Fall g = 10 ist
dies nichts anderes als das allseits vertraute Dezimalsystem. Wir wiederholen kurz die
wesentlichen Eigenschaften dieser Darstellung und wenden uns dann der g-adischen
Zifferndarstellung rationaler Zahlen zu. Erst hier kommt die Zahlentheorie zum Zug:
Perioden- und Vorperiodenldnge lassen sich zahlentheoretisch ausdriicken.

Ausfiihrlichere Darstellungen findet man in [Bun08, Kapitel 5, §1] und [RU08, Kapi-
tel 4]. Im zweiten Buch wird insbesondere auch auf das Rechnen (Addieren, Multiplizie-
ren) in der g-adischen Zifferndarstellung eingegangen.

Satz & Definition 4.1. Sei g € N;,. Jedes x € R besitzt eine Darstellung

o0

x = Z aig_i

i=d

mitd € Z, a; € [0,g9 — 1], ag # 0 und unendlich vielen a;, die von g — 1 verschieden sind.
(Das heif3t, zu jedem j > d gibt es ein i > j mit a; # g — 1.) Dabei sind d und die Folge
(ai)i>q eindeutig bestimmt.

Man nennt —d den g-adischen Exponenten von x, (a;);>q die g-adische Ziffernfolge
von x und schreibt

x=(aq...a-1a9,a102a3 . ..)4 fallsd < 0,
beziehungsweise
x=1(0,0...... 0aqagsi .- .)g falls d > 0.
| —
d — 1 mal

Diese Darstellung heif3t g-adische Zifferndarstellung von a (oder auch: Zifferndar-
stellung von a zur Basis g). In den Fillen g = 10, g = 60, g = 16, g = 8, g = 2 sagt man
auch Dezimal-, Sexagesimal-, Hexadezimal, Oktal-, Bindrdarstellung.
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Bemerkung. (1) Im Fall g = 10 verzichtet man wblicherweise auf eine Nennung
der Basis, und schreibt einfach x = ay...a_1a9,aiazas ... an Stelle von x =
(ag...a-1a9,a1a2a;s .. .)1o.

(2) Wollen wir Zahlen aus R, darstellen, so erreichen wir das durch Hinzufiigen eines
Vorzeichens ,,—* Die 0 lasst sich (eindeutig) darstellen, indem wir alle Ziffern gleich
0 setzen (allerdings gibt es hier keinen g-adischen Exponenten in obigem Sinn).

Dem Beweis von Satz & Definition 4.1 schicken wir noch eine Vorbemerkung und
ein Lemma voraus.

Bemerkung. Seien g € Ns,, d € Z und (a;);>4 eine Folge in [0,g — 1]. Fir n > d ist
n ] n ) n ] n )
Dllagl =D ag? <> (g-Dg < (g-1) ) g7
i=d i=d i=d i=d

Bei Y7, 97" handelt es sich um die Partialsummen einer geometrischen Reihe, welche
wegen |g~!| < 1 konvergiert. Die Reihe )2, a;g~" ist also nach dem Majorantenkriteri-
um absolut konvergent. Wir erinnern uns weiters:

o 1
-i _ —d . —d g :g
;g =g 1—g 1 g g1 g-1°

—(d-1)

Lemma 4.2 (Kennzeichnungssatz fiir die g-adische Ziffernentwicklung). Seieng €
Ns,, x € Ry, d € Z und (a;)i>q eine Folge in [0, g — 1]. Dann sind dquivalent:

(a) —d ist g-adischer Exponent und (a;);>q ist g-adische Ziffernfolge von x.

(b) a4 # 0 und fiir allen > d ist

n

Z a9 <x< Zn: aig” +g7". (4.1)

i=d i=d

Beweis. (a) = (b): Die Folge (X, aig~")n>q ist monoton wachsend. Wegenx = Y7 a;g™
folgt deshalb }." ;a;g~' < x firalle n > d.
Angenommen es gibt ein n > d mit x > 37, a;g”" + g™ Dann ist

g"<x-— Zn: aig” = i a9 < i (g—1)g " =g
i=d i=n+1 i=n+1

In obiger Ungleichungskette gilt also durchgehend Gleichheit, und es folgt

i (g—1-a)g™ =0.

i=n+1
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Wegen g — 1 — a; > 0 folgt daraus a; = g — 1 fiir alle i > n, im Widerspruch zur
Voraussetzung dass unendlich viele der a; von g — 1 verschieden sind.

(b) = (a): Aus (4.1) folgt durch Ubergang zu den Grenzwerten auf der linken und
rechten Seite, wegen lim,_,o, g™" = 0, unmittelbar

[oe]
X = Z aig~'.
i=d

Angenommen es gibt ein j > d, so dass fiir alle i > j gilt a; = g — 1. Dann ist

x=Yagt=>agt+ Y agi=) agi+ Y (g-1g' =) ag+g7.
i=d i=d i=j+1 i=d i=j+1 i=d
Das widerspricht der strikten Ungleichung in (4.1) fiir n = j. O

Bemerkung. Aus der letzten Rechnung sieht man auch, warum wir stets verlangen,
dass unendlich viele g-adische Ziffern # g — 1 sind. Es gébe sonst Zahlen, die mehr als
eine g-adische Zifferndarstellung besitzen. Ist namlich (a;);>—4 eine Folge in [0,g — 1],
so dass es ein j > d gibt mita; # g — 1 und a; = g — 1 fiir alle i > j, so folgt

J o0 J Jj-1
x= Y ag+ Y (g-1g" =) agt+g7 =) ag” +(aq+1)g7.
i=—d i=j+1 i=—d i=—d

Wir hitten also zwei verschiedene Darstellungen fiir x.
Konkrete Beispiele, fiir g = 10, wéren 1 = 1,000 ... = 0,999. .. und gleichermafien
0,423000. .. = 0,422999...

Beweis (von Satz & Definition 4.1). Existenz: Sei x € Rs. Die Folge (¢7");ez ist fiir
i — oo streng monoton fallend und es gilt lim; ,o g™' = 0 und lim; ,_, g~' = oo.
Deshalb gibt es ein eindeutig bestimmtes d € Z mit g~¢ < x < g~%*'. Wir definieren
nun eine Folge (a;);>q rekursiv wie folgt: Es ist

gi=1g9<2g7%< . <(g-1)g9 < gg? =g

Deshalb gibt es ein (eindeutig bestimmtes) ag € [1,g — 1] mit

aqg™? < x < (ag + 1)g~%.

Seinun i > d und seien ay, . .., a;—; € [0,g — 1] mit
i-1 i-1
i} —Jj —(i-1)
Za]g Sx<ZaJ-g +g
j=d j=d
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bereits bestimmt. Dann ist 0 < §; := x — Zj;(li a;g7 < g~0=). Wegen

0= Og_i < 1g‘i < zg—i <. <(g- 1)g_i < gg_i — g—(i—l)

gibt es ein (eindeutig bestimmtes) a; € [0, g — 1] mit a;g~" < &; < (a; + 1)g™". Fiir dieses
gilt also

i

Z ajg_j <x< 2 ajg_j + g_i.

j=d j=d
Nach Lemma 4.2 ist (a;);>q4 g-adische Ziffernfolge von x.

Eindeutigkeit: Angenommen (a;);>q und (a});>4 sind g-adische Ziffernfolgen von x.
Aus Lemma 4.2(b) (mit n = d) folgt

gi<ag? <x<ag+gis(g-1)gl+g =g

Also gilt ¢ < x < g~%*! und gleichermafien g% < x < g~%*!. Daraus folgt g~ <

g4 und g% < g7, woraus d = d’ folgt.

Angenommen es gibt nun ein n > d mit a, # a),. Sei dann n minimal mit dieser
Eigenschaft. Wir nehmen ohne Einschrankung an a, < a, also a, + 1 < a),. Dann ist

n n n
Z aig ' <x< Z ag ' +g "< Z ag,
i=d i=d i=d

im Widerspruch zu Lemma 4.2. m|

Ist x € R, so bezeichnet | x| = max{n € Z | n < x } die grofite ganze Zahl kleiner
oder gleich x. Fir x > 0 ist {x} = x — | x] der gebrochenen Teil von x. (Achtung! Die
Notation birgt Verwechslungsgefahr mit der einelementigen Menge die x enthalt. Was
gemeint ist, muss man aus dem Kontext verstehen. Im Folgenden wird {x} jedoch stets
der gebrochene Teil sein.)

Korollar 4.3. Seien g € N>, und x € Ryy.

(1) Es gibt genau ein ay € Ny und genau eine Folge (a;)i>1 in [0,g — 1] mit

X =ay+ Z aig”" unda; # g — 1 fiir unendlich viele i > 1.
i=1

(2) Esistx € Ny genau dann, wenn a; = 0 fiir allei > 1.

(3) Die Folge (a;);>1 ldsst sich rekursiv berechnen durch ay = | x|, xo = {x},

a; = lgxi-1], xi={gxi-1} furallei > 1. (4.2)
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Man nennt (a;);>1 die g-adische Nachkommafolge von x.

Beweis. (1) Existenz: Fur x € Ny setzt man ap = x und a; = 0 firi > 1.

Fir x ¢ Ny seiag = | x].Seidann d € Z und (a;);>4 die g-adische Ziffernentwicklung
von {x}. Wegen {x} < listd > 1.Seia; = 0 fur i € [1,d — 1]. Die so konstruierte Folge
(ai)i>o erfillt die gewiinschten Eigenschaften.

Eindeutigkeit: Es ist 0 < Y72, a;g™' < Yi21(g — 1)g7" = 1. Weil unendlich viele der
a; von g — 1 verschieden sind, folgt aufgrund der Eindeutigkeitsaussage von Satz &
Definition 4.1 sogar 0 < };2; a;g~" < 1. Daraus folgt ay < x < ay + 1, also ap = |x].
Deshalb gilt weiter },;2, a;g™" = {x}.

Ist x € Ny, so ist {x} = 0 und deshalb notwendigerweise a; = 0 fir alle i > 1.

Ist x ¢ Ny, so ist {x} > 0 und deshalb gibt es ein i > 1 mit a; # 0. Mit d = min{i €
N | a; # 0} ist dann (a;);>4 die g-adische Ziffernfolge von {x}. Die Eindeutigkeit der
Folge (a;)i>1 folgt deshalb aus Satz & Definition 4.1.

(2) Klar nach (1).

(3) Wir zeigen zuerst mittels Induktion nach n:

n
Z a9 = x — g "xp. (4.3)
i=0
Firn = 0istay = [x] = x — {x} = x — x¢. Sei nun n > 1 und die Aussage gelte fiir
n — 1. Nach Definition ist x, = {gx,—1} = gxp-1 — Lgxn-1] = gxn-1 — a,. Mit Hilfe der
Induktionsvoraussetzung folgt

n

Z a,-g_i =x- g_(”_l)xn_l +an,g " =x—g "(gxn-1—an) =x—g "xp.
i=0

Damit ist Gleichung (4.3) bewiesen. Durch Ubergang zum Grenzwert fiir n — oo folgt
x=Yr,aig . Wegen 0 < x; < 1iststets 0 < a; < g.
Wir miissen noch zeigen, dass unendlich viele der a; von g — 1 verschieden sind.

Angenommen, es existiert ein j > 0, so dass fiir alle i > j gilt a; = g — 1. Dann ist, nach
Gleichung (4.3)

(x 2"‘9) QJZ aig™ gji(g—l)g_i:

i= i=j+1 i=j+1

im Widerspruch zu x; < 1. O

4.1 Rationale Zahlen
Definition 4.4. Sei g € N, und (a;);>; eine Folge in [0, g — 1]. Die Folge (a;);>1 heif3t
periodisch (oder: schliefSlich periodisch) wenn es k, | € N gibt mit a;,; = a; fur alle i > k.

Sei (a;)i>1 eine periodische Folge.
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(1) Dann heif3t
ko = min{k € Ny | es gibtein ] € Nmit a;4; = g; furallei > k+1}

die Vorperiodenlinge von (a;);>1. Ist kg > 1, so heif3t (as, . . . , ax,) die Vorperiode von
(ai)i1- Ist kg = 0, so hei3t (a;);>1 rein periodisch.

(2) Ist ky € Ny die Vorperiodenlange von (a;);>1, so heif3t
Iy =min{leN|ay =afuri>ko+1}
die Periodenldnge von (a;)i>1 und (ak,+1, - - - , Ak,+1,) die primitive Periode von (a;)i»1.

Im folgenden Satz ist ord,-(g) die multiplikative Ordnung von g modulo b*, siehe
Definition 3.21.

Ist g € N3y, so lasst sich b € N (in eindeutiger Weise) schreiben als b = b*b** mit b*,
b** € N sodass gilt ggT(b*, g) = 1und b** | g¥ fiir ein k € Ny. Dazu wihlt man b* als den
grofiten zu g teilerfremden Teiler von b, und b** = bi*' Liegt die Primfaktorenzerlegung
von b vor, so bedeutet dies nichts anderes, als dass b* aus all jenen Primfaktoren von b
besteht, die g nicht teilen, und ™ aus all jenen Primfaktoren, die g teilen.

Satz 4.5. Seig € Ny,. Seix € Ry, ap = | x] und (a;)i>1 die g-adische Nachkommafolge
Von x.

(1) x € Q genau dann, wenn (a;);>1 periodisch ist.

(2) Seix = 3 mita € Ny, b € N und ggT(a,b) = 1. Sei b* der grofte positive, zu g
teilerfremde Teiler von b und sei b** = %. Dann ist ordy+(g) die Periodenlinge und
min{ k € Ny | b** | g } die Vorperiodenlinge von (a;);s1.

Beweis. (1) Sei zuerst x € Q, x = § mit a, b € Ny, und sei (a;);>; die g-adische
Nachkommafolge von x. Sei (x;);>o wie in Korollar 4.3(3). Wegen xob € Nj und x; =
{9xi—1} = gxi—1—|gxi—1] folgt durch Induktion x;b € N, furallei > 0. Wegen 0 < x; < 1
gilt also bx; € [0,b —1]. Weil [0, b — 1] endlich ist, muss es k, | € Ny geben mit k < [ und
bxyx = bx;. Dann ist natiirlich auch x; = x;. Aus Gleichung (4.2) folgt deshalb xj.4; = x4
fur alle i € Nj. Damit ist (x;);>0 periodisch, und wegen a; = |gx;] gilt dasselbe fiir
(@i)i>1-
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Sei nun (g;);>1 periodisch mit Vorperiodenlidnge k und Periodenlénge . Dann ist

k 00

a;g = Z aig '+

l
i=1 i=0 j:1

o I k ! o0
i Z Z ak+jg—(k+il+j) _ Z aig™ + Z ak+jg_j_k Z(g—l)i
i i=0 j=1 i=1 j=1 i=0
!
)

—(k+il+j
Ak+il+j9 (kL))

ﬁ
=
1
i

k . ! (4.4)
= Z aig '+ ak+jg_1_k lg
i=1 j=1 -1
I
1 k—is 1
= aig- (g -+ ) arjg '] €Q,
g - 1) Z‘ l ]Z‘ v

ENO

und deshalb auch x = ag + {x} € Q.

(2) Sei (a;)i>1 periodisch mit Vorperiodenlange k und Periodenlénge . Sei weiters
m =min{t € Ny | b** | ¢’ } und n = ordy(g). Wir zeigen zuerst m < k und n < . Nach
Gleichung (4.4) ist

a —
b gig'-1)
Wegen ggT(a, b) = 1 folgt b | g*(g' — 1). Daraus folgt nach Wahl von b* und b** weiter
b* | ¢ — 1 und b** | g~, also m < k. Damit ist ¢' = 1 mod b* und deshalb n | I, also
n < I nach Lemma 3.22.
Wegen b™* | g™ und b* | g" — 1 folgt b = b*b*™ | g™(g" — 1), und deshalb {x}¢g™(g" —
1) € Ny. Nach Division mit Rest gibt es ¢ € Ny und r € [0, g" — 2] mit

mit A € N,.

{x}g"(@" -1) =q(g" - 1) +r. (4.5)

Wir schlielen aus dieser Gleichung weiters g < g”. Nun schreiben wir q und r mittels
der g-adischen Ziffernentwicklung als

m—1 n—1

q= ZQm—igi und r = Zrn—igi

i=0 i=0

mitry ..., 7, q1, ..., qm € [0,9—1]. Wegenr < g"—1 folgt auch, dasseseini € [0,n—1]
mit r; # g — 1 gibt.
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Einsetzen in (4.5) ergibt

m—1 n—1 0
{x}=qg " +rg™(g" = 17" = D qnig G D raeig " D (g
i=0 i=0 Jj=0
= i g9 +g " Zn: rg” Z g"= Z a9~ + Z ” rig "
i=1 i=1 Jj=0 i=1 j=0 i=1

Wegen r; # g — 1 fir ein i € [1, n], handelt es sich hierbei um die g-adische Ziffern-
entwicklung von {x}. Wir sehen a; = q1, ..., am = ¢, und ap; = rj fiir i € N, wenn
j€[l,m]mitj=i mod mist.

Wegen m < k und n < [, und der Minimalitat von k beziehungsweise [, folgt daraus
m=kundn =1 O

Definition 4.6. Seix € Qxg, ap = | x], (a;)i>1 die g-adische Nachkommafolge von x, k
die Vorperiodenldnge und [ die Periodenlange von (a;);>1. Dann schreibt man

x =(ag, Ay ... AkGjs1 -~ Aksl)g-

Man sagt, die g-adische Ziffernentwicklung von x bricht ab wenn I = 1 und ay4; = 0.
In diesem Fall schreibt man
x = (ap,ai ...agy.

Satz 4.7. Seig € Ny, und seix = § € Qxo mita € Ny, b € N und ggT(a,b) = 1. Die
g-adische Ziffernentwicklung von x bricht genau dann ab, wenn b | g™ fiir ein m € Ny,
das heif$t, wenn jeder Primfaktor von b in g aufgeht.

Beweis. Sei (a;);>; die Nachkommafolge von x. Die Ziffernentwicklung bricht genau
dann ab, wenn es ein m € Ny gibt mit

s =lx)+ Z ag=g" (g’" Lx] + Z al-g’""') .
€Ny
D.h., wenn es ein m € Ny und ein A € Nj gibt mit
a_4
b g™
Wegen ggT(a, b) = 1 ist das genau dann der Fall, wenn b | g™. O
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