Elementare Zahlentheorie fiir LAK ~ Ubungsblatt 4 Wintersemester 2016/17

U 1. Sei
H={1+3n|neNy} ={1,4,7,10,13,16,19,22,...} C N.

Ein Element p € H \ {1} heif3t irreduzibel in H wenn gilt: Ist p = ab mit a, b € H, so
folgt a = 1 oder b = 1 (vergleiche mit Satz 2.2(c)). Beweisen Sie:

(1) Fira, b € H ist auch ab € H.
(2) Jedes Element von H ist darstellbar als Produkt irreduzibler Elemente von H.

(3) Diese Darstellung ist nicht eindeutig. Das heifit, es gibt ein a € H, so dass a auf
zwei verschiedene Arten als Produkt irreduzibler Elemente dargestellt werden
kann.

Optionaler Zusatz: Charakterisieren Sie alle irreduziblen Elemente von H mittels ihrer
Primfaktorenzerlegung (in N).

U 2. Eine Zahl a € N ist eine Quadratzahl wenn es ein b € N gibt mit a = b%. Zeigen
Sie, dass fiir a € N folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) aist eine Quadratzahl.
(i) Fir alle p € Pist v,(a) gerade.
(iii) Die Anzahl der positiven Teiler von a ist ungerade.

U3. Sein € Nund n =p{' ---p;” mit verschiedenen p;, ..., p, € Pundey, ..., e € N.
Zeigen Sie

Hinweis: o ist die Teilersummenfunktion (Definition 2.17).

Fiir die folgenden Aufgaben ist Stoff aus der Vorlesungseinheit vom 22.11. hilfreich (insbesondere
die grundlegenden Rechenregeln fiir Kongruenzen).

Tr 1. Geben Sie vollstindige Reprasentantensysteme der Restklassen modulo m fiir
m =1, m = 2,und m = 5 an. Was bedeutet Kongruenz modulo 1? modulo 2?

Tr 2. Bestimmen Sie jeweils das kleinste r € Ny, das folgende Kongruenz erfiillt:

(@) 17=r mod 5, (b) —17=r mod 5,

() —17=r mod 13, (d) 12-28 =r mod 3,

(e) 23-31=r mod 6, (f) 153944196 + 2147018644 = r mod 5,
(g) 20-87=r mod 7, (h) 3° =r mod 8.



Elementare Zahlentheorie fiir LAK ~ Ubungsblatt 4 Wintersemester 2016/17

U 4. Bestimmen Sie jeweils das kleinste r € Ny, das folgende Kongruenz erfiillt:
(a) 25-27 +16%” —15-371 =r mod 15,
(b) 518 -3 = mod 8,
(c) 539 +103% =r mod 39,
(d) 1°+2°+3%+---+99° +100° = r mod 4.
Tr 3. Zeigen Sie, mit Hilfe der Theorie der Kongruenzen, 89 | (24 —1) und 97 | (2 -1).

Tr 4. Lésen Sie noch einmal U1 — U3 von Ubungsblatt 1, diesmal mit Hilfe von Kon-
gruenzen.

U5. Beweisen Sie: Fiir m, n € Ny ist 3™ + 3" + 1 keine Quadratzahl. (Hinweis: Arbeiten
Sie modulo 8.)



