
Analysis 1 Übungen Blatt 1 Wintersemester 2015/16

Bei der Lösung des vorliegenden Blattes können Sie auf das Schulwissen über die
ganzen, rationalen und reellen Zahlen sowie über die Mengenlehre zurückgreifen. Wir
wiederholen kurz einige Begrifflichkeiten und Notationen.

Mit ∅ bezeichnen wir die leere Menge. Wir schreiben 𝑥 ∈ 𝐴 wenn 𝑥 ein Element von
𝐴 ist, und 𝑥 ∉ 𝐴 (als Abkürzung für ¬(𝑥 ∈ 𝐴)) wenn 𝑥 kein Element von 𝐴 ist.

Eine Menge 𝐴 ist Teilmenge einer Menge 𝐵, wenn jedes Element von 𝐴 auch Element
von 𝐵 ist, d.h., wenn gilt ∀𝑥 ∈ 𝐴∶ 𝑥 ∈ 𝐵. Wir schreiben 𝐴 ⊆ 𝐵 oder 𝐵 ⊇ 𝐴.

Zwei Mengen 𝐴 und 𝐵 sind gleich, kurz 𝐴 = 𝐵, wenn gilt 𝐴 ⊆ 𝐵 und 𝐵 ⊆ 𝐴.

Der Durchschnitt von zwei Mengen 𝐴 und 𝐵 ist definiert als 𝐴 ∩ 𝐵 = { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈
𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵 }, die Vereinigung als 𝐴 ∪ 𝐵 = { 𝑥 ∣ 𝑥 ∈ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ 𝐵 } und die Differenz als
𝐴 ∖ 𝐵 = { 𝑥 ∈ 𝐴 ∣ 𝑥 ∉ 𝐵 }.

Für eine Menge 𝐴 gilt stets 𝐴 ∉ 𝐴 und {𝐴} ∉ 𝐴.

Mit ℝ bezeichnen wir die Menge der reellen Zahlen, mit ℤ = {… , −2, −1, 0, 1, 2, …}
die Menge der ganzen Zahlen und mit

ℚ = { 𝑥 ∈ ℝ ∣ ∃𝑎 ∈ ℤ ∃𝑏 ∈ ℤ ∖ {0} ∶ 𝑥 = 𝑎
𝑏

}

die Menge der rationalen Zahlen.

6. Es seien 𝑝, 𝑞 und 𝑟 Aussagen. Zeigen Sie:

(a) (𝑝 ⇒ 𝑞) ⇔ ¬(𝑝 ∧ ¬𝑞), „Beweis durch Widerspruch”

(b) [𝑝 ⇒ (𝑞 ∨ 𝑟)] ⇔ [(𝑝 ∧ ¬𝑞) ⇒ 𝑟].

7. Es seien 𝐴, 𝐵, 𝐶 und 𝐷 Mengen. Beweisen Sie

(a) (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶) = 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶).

(b) (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐶 ∖ 𝐷) = (𝐴 ∖ 𝐷) ∩ (𝐶 ∖ 𝐵).

(c) 𝐵 ⊆ 𝐴 ⇒ 𝐵 = 𝐴 ∖ (𝐴 ∖ 𝐵).

8. 𝑋 sei eine Menge mit 𝑋 ≠ ∅ und 𝑋 ≠ {∅}. Von welchen der folgenden Mengen
ist (a) die Menge 𝑋, (b) die Menge {𝑋}, Element oder Teilmenge?

{{𝑋}, 𝑋}, 𝑋, ∅ ∩ 𝑋, {𝑋} ∖ {{𝑋}}, {𝑋} ∪ 𝑋, {𝑋} ∪ {∅}.
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9. Mit (0, ∞) = { 𝑥 ∈ ℝ ∣ 𝑥 > 0 } bezeichnen wir die Menge der positiven reellen
Zahlen.

(a) Beweisen Sie auf drei verschiedene Arten (direkt, indirekt, durch Widerspruch)

∀𝑥 ∈ (0, ∞) ∀𝑦 ∈ (0, ∞)∶ 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑥
𝑦

+ 𝑦
𝑥

> 2.

(b) Setzen Sie 𝑧 = u�
u� und veranschaulichen Sie die Ungleichung geometrisch.

10. (a) Geben Sie präzise Formulierungen von „𝑛 ist eine gerade Zahl” und „𝑛
ist eine ungerade Zahl”, jeweils mit Hilfe des Existenzquantors.

(b) Beweisen Sie
∀𝑛 ∈ ℤ∶ 𝑛 gerade ⇔ 𝑛2 gerade.

Hinweis: „⇐” durch indirekten Beweis.

11. Geben Sie für folgende Aussage (a) einen indirekten Beweis (b) einen Beweis
unter Benutzung von Aufgabe 6(b):

∀𝑥 ∈ ℝ ∀𝑦 ∈ ℝ∶ 𝑥𝑦 ∉ ℚ ⇒ 𝑥 ∉ ℚ ∨ 𝑦 ∉ ℚ.


