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1. Zeigen Sie, dass der Ring ℤ[
√

3] ein Euklidischer Bereich ist.

2 (Euklidischer Algorithmus). Es sei 𝑅 ein Euklidischer Bereich mit einer
euklidischen Normfunktion 𝛿 ∶ 𝑅∖{0} → ℕ wie in Definition 4.3 im Vorlesungsskript.

Es seien 𝑎, 𝑏 in 𝑅 ∖ {0}. Die Folge (𝑟u�)u�≥0 in 𝑅 sei rekursiv definiert durch:
𝑟0 = 𝑎, 𝑟1 = 𝑏, und für 𝑖 ≥ 2 sei 𝑟u� ∈ 𝑅, so dass gilt

𝑟u�−2 = 𝑞u�−1𝑟u�−1 + 𝑟u� mit 𝑞u�−1 ∈ 𝑅 und 𝛿(𝑟u�) < 𝛿(𝑟u�−1) falls 𝑟u�−1 ≠ 0, und
𝑟u� = 0 falls 𝑟u�−1 = 0.

Zeigen Sie: Es existiert ein minimales 𝑛 ≥ 0, so dass für alle 𝑚 > 𝑛 gilt 𝑟u� = 0,
und dann ist 𝑟u� ein ggT von 𝑎 und 𝑏.

3. Berechnen Sie in ℚ[𝑋] einen ggT 𝑑 von

𝑓 = 6𝑋10 + 23𝑋8 + 30𝑋6 + 27𝑋4 + 14𝑋2

und
𝑔 = 3𝑋6 + 10𝑋4 + 10𝑋2 + 7.

Bestimmen Sie weiters ℎ, 𝑘 ∈ ℚ[𝑋] mit 𝑑 = 𝑓ℎ + 𝑔𝑘.

4 (Universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers). Es sei 𝑅 ein Integritäts-
bereich und 𝑘 sein Quotientenkörper. Wir identifizieren 𝑅 mit dem Unterring
{ 𝑎/1u� ∣ 𝑎 ∈ 𝑅 } von 𝑘. Zeigen Sie:

(i) Ist 𝑆 ein kommutativer Ring und 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 ein Ringhomomorphismus,
so dass für alle 𝑟 ∈ 𝑅 ∖ {0} gilt 𝑓(𝑟) ∈ 𝑆×, dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus 𝑓 ∶ 𝑘 → 𝑆 mit 𝑓|u� = 𝑓 . Ist 𝑆 ≠ 𝟎, so ist 𝑓 injektiv.

(ii) Die im Beweis von Satz 6.7 im Vorlesungsskript behauptete Abbildung
𝑓 ∶ 𝑘 → 𝐾 existiert und ist ein injektiver Ringhomomorphismus.


