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2. Es sei n € No5. Bestimmen Sie fiir jedes Element der Diedergruppe D, seinen
Zentralisator. Zeigen Sie: D, besitzt ”TJ’?’ Konjugationsklassen, wenn n ungerade
ist, und "TJFG Konjugationsklassen, wenn n gerade ist.

Beweis: Aus Lemma 3.6 im Vorlesungsskript wissen wir: Die Gruppe D,, wird
von zwei Elementen r und d erzeugt, wobei gilt

ord(r) = n, ord(d) = 2, dr =r~td.
Aus demselben Lemma wissen wir
D, ={dr]ie{0,1},j€{0,...,n—1}}.
Zentralisatoren. Sei a € D,,. Wir bestimmen

Z(a) ={g€D,|ag=ga},

und unterscheiden dabei zwei Falle.

Fall 1: a =77/ mit j € {0,...,n — 1}.

Das Element a kommutiert natiirlich mit jedem Element aus (r). Somit folgt
(r)y C Z(a). Wegen ord(r) = n und |D,| = 2n ist (D, : (r)) = 2. Weil Z(a)
eine Untergruppe von D,, ist, gibt es also nur noch zwei Moglichkeiten fiir Z(a):
Entweder ist Z(a) = (r) oder es ist Z(a) = D,,. Der erste Fall tritt ein, wenn
d € Z(a), der zweite, wenn d ¢ Z(a). Wir miissen also nur untersuchen ob d mit
a kommutiert.

Es ist

da=dr’ =r7d und ad=rd.

Also gilt da = ad genau dann, wenn 7/ = 7. Das ist dquivalent zu 7% = e und
somit zu n | 2j. Also ist j = 0 oder j = %, wobei der zweite Fall nur moglich ist,
wenn n gerade ist.
Wir haben gezeigt:
Z(r7) = {Dn falls j = 0, oder n gerade ist und j = 7,
(ry andernfalls. ]

Fall 2: a = dr/ mit j € {0,...,n — 1}.

Sei g = dFr' € D, mit k € {0,1} und [ € {0,...,n —1}. Ist k = 0, so wissen
wir bereits aus Fall 1, dass ga = ag genau dann gilt, wenn [ = 0 oder [ = 5, wobei
der zweite Fall wieder nur moglich ist, wenn n gerade ist.

Ist andererseits k = 1, so ist

ga =drldr’ =d?rj—1=7r""" und ag=dridr' =d?*r"7 =y,
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Somit ist ga = ag genau dann, wenn r/~! = =4, Das ist dquivalent zu n | 2(1 — j).
Das tritt ein, wenn [ = j oder | = j 4+ % (falls n gerade ist; genau eines von j 4+ %
liegt in {0,...,n — 1}, abhéngig davon ob j <  oder j > %).

Wir haben also gezeigt:

Z(dr) = {{e, dri} falls n ungerade ist,

{e,r™/2 dr7 dri*%} falls n gerade ist.

Konjugationsklassen. Fir a € D,, bezeichnen wir mit C'(a) die Konjugationsklasse
von a. Wir wissen aus Satz 2.9 im Vorlesungsskript: |C'(a)| = (G : Z(a)). Wir
wissen auflerdem, das wir die Elemente von C(a) erhalten indem wir a mit allen El-
ementen eines Reprasentatensystems des Nebenklassenraums G/Z(a) konjugieren.

Sei zuerst wieder a = 77 mit j € {0,...,n —1}. Ist j = 0 oder j = % (falls n
gerade ist), so ist Z(a) = D,, und deshalb C'(a) = {a}. Ist andererseits j ¢ {0, 5},
so ist |C(a)| = 2, weil Z(a) = n. Wegen

dad ! = dad = dr’d =r~7 =a !,
ist a~! konjugiert zu a, und somit C(a) = {a,a '}.

Wir nehmen nun zuerst an, dass n ungerade ist und betrachten das Element
d. Wegen Z(d) = {e,dr’} ist |C(d)| = n. Dann muss aber C(d) = {dr* | k €

{0,....,.n — 1}} sein, weil die anderen n Elemente von D,, bereits in den uns schon
bekannten Konjugationsklassen vorkommen. *

Wir nehmen nun an, dass n ungerade ist. Dann ist |Z(d)| = 4, und durch
Konjugation mit 7% fiir k € {0,...,n — 1} erhalten wir

C(d) D {rkdr % =dr 2% | k€ {0,...,n—1}} = {d,dr?, ... ,dr"2}.
Wegen C(d) = 5 folgt Gleichheit. Analog gilt
C(dr) D {r*(dr)r™* =dr'=?% | k € {0,...,n — 1}} = {dr,dr3, ... dr" '},

und wieder wegen |C'(dr)| = 5 Gleichheit.
Wir fassen zusammen: Ist n ungerade, so sind die Konjugationsklassen von D,,

{6 = 7"0},

fror Y, {22, o ettt

{d,dr,dr?, ..., dr" 1},

!Das geht auch explizit: Fiir k € {0,...,n — 1} ist r*dr—* = dr=2* und weil n ungerade ist,
ist (r) = (r=2). Also durchliuft r*ar~* alle Elemente der Form dr! mit [ € {0,...,n — 1}, und
das sind n paarweise verschiedene.
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und das sind 1 + ”T_l +1= ”TJ’S Klassen.
Ist n gerade, so sind die Konjugationsklassen von D,

{6 = T0}7 {T%L
{ryr =}, {r2,rm2Y L {2t (G0

{d,dr?,...,dr" =2} {dr,dr?, ... ,dr" '},

und das sind 2 4 (2 — 1) + 2 = 22° Klassen.



