
Algebra Übungen Blatt 13 Wintersemester 2014/15

Es sei 𝑅 = (𝑅, +, ⋅) ein Ring. Der Gegenring von 𝑅, 𝑅op = (𝑅, +, ⋅op), ist wie folgt
definiert: Die zugrundeliegende Menge ist 𝑅, die Addition ist jene von 𝑅, aber die
Multiplikation in 𝑅op ist gegeben durch 𝜆 ⋅op 𝜇 = 𝜇 ⋅ 𝜆 für alle 𝜆, 𝜇 ∈ 𝑅. Mit dieser
Definition ist 𝑅op ein Ring mit Einselement 1u�op = 1u�.

1. Zeigen Sie: Ist 𝑀 ein 𝑅-Rechtsmodul, so ist 𝑀 ein 𝑅op-Linksmodul, wobei
die 𝑅op-Linksmodulstruktur auf 𝑀 durch 𝜆𝑎 = 𝑎𝜆 für alle 𝑎 ∈ 𝑀 und 𝜆 ∈ 𝑅op

gegeben ist.

2. Es sei 𝑅 ein Ring und 𝑀 ein 𝑅-Modul. Es sei

Ann(𝑀) = { 𝜆 ∈ 𝑅 ∣ 𝜆𝑎 = 0 für alle 𝑎 ∈ 𝑀 }.

Zeigen Sie:

(i) Ann(𝑀) ist ein Ideal von 𝑅.

(ii) Es sei 𝐼 ⊂ 𝑅 ein Ideal von 𝑅 mit 𝐼 ⊂ Ann(𝑀). Durch

𝑅/𝐼 × 𝑀 → 𝑀, (𝜆 + 𝐼, 𝑎) ↦ 𝜆𝑎

wird auf 𝑀 eine 𝑅/𝐼-Modulstruktur definiert.

3. Welche der folgenden Moduln sind frei?

(a) ℚ als ℤ-Modul.

(b) ℤ/𝑛ℤ als ℤ-Modul für 𝑛 ∈ ℕ.

(c) ℤ/𝑛ℤ als ℤ/𝑛ℤ-Modul für 𝑛 ∈ ℕ.

(d) ℤ/𝑛ℤ als ℤ/𝑛𝑚ℤ-Modul für 𝑛 ∈ ℕ und 𝑚 ∈ ℕ≥2. (Die Modulstruktur ist
hier wie in Übung 2 zu verstehen.)

(e) Für einen Ring 𝑅, der 𝑅-Modul 𝑀u�,u�(𝑅) der 𝑚 × 𝑛-Matrizen mit Ko-
effizienten in 𝑅. (Hierbei ist die 𝑅-Modulstruktur durch 𝜆(𝑎u�,u�)u�,u� = (𝜆𝑎u�,u�)u�,u�
gegeben.)

Es sei 𝑅 ein Ring und 𝑀 ein 𝑅-Modul. Die Menge

Endu�(𝑀) = { 𝑓 ∣ 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑀 ist ein 𝑅-Modulhomomorphismus }

der 𝑅-Modulendomorphismen von 𝑀 wird mit der elementweisen Addition, (𝑓 +
𝑔)(𝑎) = 𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑎) für 𝑓 , 𝑔 ∈ Endu�(𝑀) und 𝑎 ∈ 𝑀 , und der Hintereinanderaus-
führung als Multiplikation, zum Ring mit Einselement id ∶ 𝑀 → 𝑀 .
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4. Es sei 𝑅 ein Ring und 𝐹 ein freier 𝑅-Modul auf einer abzählbar unendlichen
Menge {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, …}. Es sei 𝑆 = Endu�(𝐹) der Ring der 𝑅-Modulendomorphismen
von 𝐹 . Zeigen Sie: Es ist 𝑆 ≅ 𝑆 ⊕ 𝑆 (als 𝑆-Moduln).

Hinweis: Zeigen Sie, dass die beiden Elemente 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑆 mit

𝑓(𝑒2u�) = 𝑒u�, 𝑓(𝑒2u�−1) = 0u� ,

und
𝑔(𝑒2u�) = 0u� , 𝑔(𝑒2u�−1) = 𝑒u�,

für 𝑖 ∈ ℕ, eine 𝑆-Basis (d.h. ein linear unabhängiges Erzeugendensystem) des
𝑆-Moduls 𝑆 bilden.


