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4*. Es sei 𝐾 = ℚ(
√

2, 3
√

2) ⊂ ℝ. Bestimmen Sie alle Zwischenkörper der Er-
weiterung ℚ ⊂ 𝐾.

Hinweis: Es gibt zumindest zwei Lösungswege. Einmal mit dem Fundamen-
talsatz der Galoistheorie und einmal (fast) ohne. In keinem Fall können Sie den
Fundamentalsatz aber auf die Erweiterung ℚ ⊂ 𝐾 anwenden.

Beweis (Variante A): Es ist [ℚ(
√

2) ∶ ℚ] = 2 und [ℚ( 3
√

2) ∶ ℚ] = 3. Deshalb
ist nach Blatt 9, Übung 1, [ℚ(

√
2, 3

√
2) ∶ ℚ] = 6. Es gibt die offensichtlichen

Zwischenkörper: ℚ, ℚ(
√

2), ℚ( 3
√

2) und ℚ(
√

2, 3
√

2). Wir behaupten, dass das
schon alle sind.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen 𝑀 ist ein weiterer Zwischenkörper.
Dann ist [𝑀 ∶ ℚ] ∈ {2, 3}. Wir betrachten zuerst den Fall [𝑀 ∶ ℚ] = 2. Wir
können annehmen 𝑀 = ℚ(𝑢) mit 𝑢 ∈ 𝑀 (Satz vom primitiven Element, oder im
Spezialfall hier Blatt 8, Übung 4). Nach Blatt 9, Übung 1 ist 2 ≤ [ℚ(𝑢,

√
2) ∶ ℚ] ≤ 4.

Wegen 𝑀 ≠ ℚ(
√

2) muss aber 𝑢 ∉ ℚ(
√

2) sein, und deshalb ist 2 < [ℚ(𝑢,
√

2) ∶ ℚ].
Weiters ist 2 ∣ [ℚ(𝑢,

√
2) ∶ ℚ]. Das heißt [𝑀 ∶ ℚ] = 4. Aber dann ist 4 ∣ [𝐾 ∶ ℚ] = 6,

ein Widerspruch.
Angenommen es ist [𝑀 ∶ ℚ] = 3. Dann ist [𝐾 ∶ 𝑀] = 2. Man sieht leicht,

dass jede quadratische Körpererweiterung normal ist. Wegen char(ℚ) = 0, ist die
Erweiterung 𝐾 ⊃ 𝑀 auch separabel. Also ist 𝐾 ⊃ 𝑀 galoissch, und deshalb
|Galu� 𝐾| = 2 und 𝑀 = 𝐾Galu� u� . Es ist aber Galu� 𝐾 eine Untergruppe der
Ordnung 2 von Galℚ 𝐾. Wir bestimmen nun Galℚ 𝐾: Weil 3

√
2 die einzige Nullstelle

von 𝑋3 − 2 in 𝐾 ist, ist für 𝜑 ∈ Galℚ 𝐾 jedenfalls 𝜑( 3
√

2) = 3
√

2 und 𝜑(
√

2) ∈
{±

√
2}. Dass 𝜑(

√
2) = −

√
2 tatsächlich möglich ist, folgt z.B. aus Korollar 9.9

angewandt auf id ∶ ℚ( 3
√

2) → ℚ( 3
√

2). Es folgt |Galℚ 𝐾| = 2 und deshalb Galu� 𝐾 =
Galℚ 𝐾. Der Fixkörper von Galℚ 𝐾 ist aber ℚ( 3

√
2). Somit ist 𝑀 = ℚ( 3

√
2), ein

Widerspruch.

Einige Schlüsse in der ersten Variante funktionierten nur für quadratische Erweiterungen.
Der folgende Ansatz, in dem wir die Körperweiterung 𝐾 ⊃ ℚ als Teilerweiterung einen Galoiser-
weiterung auffassen, funktioniert immer.

Beweis (Variante B1): Es sei 𝐿 = ℚ(
√

2, 3
√

2, 𝜔), wobei 𝜔 = −1+u�
√

3
2 ∈ ℂ eine

dritte Einheitswurzel sei. 𝐿 ist Zerfällungskörper von (𝑋2 −2)(𝑋3 −2) über ℚ, und
wegen char ℚ = 0 auch separabel über ℚ. Damit ist ℚ ⊂ 𝐿 eine Galoiserweiterung.
Auf die Erweiterung ℚ ⊂ 𝐿 ist also der Fundamentalsatz der Galoistheorie anwend-
bar: Die Zwischenkörper stehen in Bijektion zu den Untergruppen von Galℚ 𝐿. Der
Teilkörper 𝐾 ist Fixkörper einer Untergruppe 𝐻 ⊂ Galℚ 𝐿. Um alle Zwischenkörper
von ℚ ⊂ 𝐾 zu finden, genügt es also alle Untergruppen von Galℚ 𝐿 zu bestimmen,
die 𝐻 enthalten.
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Es sei 𝑀 = ℚ( 3
√

2, 𝜔). Die Galoiserweiterung 𝑀 ⊃ ℚ wurde bereits in Beispiel
14.8 im Vorlesungsskript betrachtet. Es gibt einen Automorphismus in Galℚ 𝑀 mit
𝜔 ↦ 𝜔 und 3

√
2 ↦ 𝜔 3

√
2. Dieser lässt sich mit Korollar 9.9 fortsetzen zu 𝜎 ∈ Galℚ 𝐿

mit

𝜎(𝜔) = 𝜔, 𝜎( 3
√

2) = 𝜔 3
√

2, 𝜎(
√

2) = −
√

2.

Analog finden wir einen Automorphismus 𝜏 ∈ Galℚ 𝐿 mit

𝜏(𝜔) = 𝜔2, 𝜏( 3
√

2) = 3
√

2, 𝜏(
√

2) =
√

2.

Damit gilt ord(𝜎) = 6, ord(𝜏) = 2 und 𝜏𝜎 = 𝜎−1𝜏 . Also ist ⟨𝜏, 𝜎⟩ ≅ 𝐷6 und
deshalb, wegen |Galℚ 𝐿| ≤ 6,

𝐷6 ≅ Galℚ 𝐿 = ⟨𝜏, 𝜎⟩ = {id, 𝜎, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4, 𝜎5, 𝜏 , 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2, 𝜏𝜎3, 𝜏𝜎4, 𝜏𝜎5}.

𝐾 ist der Fixkörper von 𝐻 = ⟨𝜏⟩. Wir bestimmen nun alle Untergruppen, die 𝜏
enthalten. In einer solchen Untergruppe ist 𝜏𝜎u� genau dann enthalten wenn es auch
𝜎u� ist. Das heißt, es genügt Untergruppen zu betrachten die von 𝜏 und Potenzen
von 𝜎 erzeugt werden. Das sind

⟨𝜏, 𝜎⟩ = Galℚ 𝐿,
⟨𝜏, 𝜎2⟩ = {id, 𝜎2, 𝜎4, 𝜏 , 𝜏𝜎2, 𝜏𝜎4},
⟨𝜏, 𝜎3⟩ = {id, 𝜎3, 𝜏 , 𝜏𝜎3},

⟨𝜏⟩ = Galu� 𝐿.

Die entsprechenden Fixkörper sind ℚ, ℚ(
√

2), ℚ( 3
√

2), und 𝐾.

In der letzten Variante verfolgen wir die gleiche Strategie wie in der vorigen Variante,
verwenden aber einen anderen Ansatz um Galℚ 𝐿 zu bestimmen.

Beweis (Variante B2): Es seien 𝜔, 𝐿, und 𝑀 wie in Variante B1. Aus Beispiel
14.8 im Vorlesungsskript wissen wir Galℚ 𝑀 ≅ 𝑆3. Weiters ist Galℚ ℚ(

√
2) ≅ ℤ2.

Jedes 𝜎 ∈ Galℚ 𝑀 lässt sich zu einem 𝜎 ∈ Galℚ 𝐿 mit 𝜎(
√

2) =
√

2 und 𝜎|𝑀 = 𝜎
fortsetzen. Die Menge dieser Fortsetzungen bildet eine Untergruppe 𝐴 ⊂ Galℚ 𝐿,
die zu Galℚ 𝑀 isomorph ist. In gleicher Weise lässt sich jedes 𝜎 ∈ Galℚ ℚ(

√
2)

fortsetzen zu 𝜎 ∈ Galℚ 𝐿 mit 𝜎( 3
√

2) = 3
√

2, 𝜎(𝜔) = 𝜔, und 𝜎|ℚ(
√

2) = 𝜎. Wir
erhalten eine Untergruppe 𝐵 ⊂ Galℚ 𝐿 mit 𝐵 ≅ Galℚ ℚ(

√
2).

Wir beobachten weiters, dass 𝑀 der Fixkörper von 𝐵 ist, und ℚ(
√

2) der
Fixkörper von 𝐴 ist. Weil diese beiden Körper galoissch über ℚ sind, folgt aus
dem Fundamentalsatz der Galoistheorie, dass 𝐴 und 𝐵 Normalteiler von Galℚ 𝐿
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sind. Außerdem ist 𝐴 ∩ 𝐵 = {id}. Damit ist ⟨𝐴, 𝐵⟩ = 𝐴 ⋅ 𝐵 (dir), und aus
Kardinalitätsgründen

Galℚ 𝐿 = 𝐴 ⋅ 𝐵 (dir) ≅ Galℚ 𝑀 × Galℚ ℚ(
√

2) ≅ 𝑆3 × ℤ2.

(Es ist 𝐷6 ≅ 𝑆3 × ℤ2, das widerspricht also nicht der Variante B1.)
Mit etwas mehr Theorie lässt sich Galℚ 𝐿 ≅ Galℚ 𝑀 × Galℚ ℚ(

√
2) auch auf einen Blick sehen:

Die Aussage folgt sofort aus dem Produktsatz der Galoistheorie.
Der Körper 𝐾 ist der Fixkörper von ⟨𝜏⟩ ⊂ Galℚ 𝐿 mit 𝜏(𝜔) = 𝜔2, 𝜏( 3

√
2) = 3

√
2,

und 𝜏(
√

2) =
√

2. Wählt man den Isomorphismus Galℚ( 3
√

2, 𝜔) ≅ 𝑆3 wie in Beispiel
14.8 im Vorlesungsskript, so wird 𝜏 auf 𝑡 = ((2 3), 0 + 2ℤ) abgebildet. Es gilt also
alle Untergruppen von 𝑆3 × ℤ2 zu bestimmen, die 𝑡 enthalten. Ist 𝐻 ⊂ 𝑆3 × ℤ2
eine Untergruppe mit 𝑡 ∈ 𝐻, und ist 𝑝 ∶ 𝑆3 × ℤ2 → 𝑆3 die Projektion auf die
erste Komponente, so ist 𝜋(𝐻) eine Untergruppe von 𝑆3, die die Permutation (2 3)
enthält. Damit ist entweder 𝜋(𝐻) = {(), (2 3)} oder 𝜋(𝐻) = 𝑆3. Die möglichen
Urbilder dieser Untergruppen in 𝑆3 × ℤ2 sind damit ⟨𝑡⟩, ⟨𝑡, ((), 1 + 2ℤ)⟩, 𝑆3 × 𝟎,
und 𝑆3 × ℤ2. Die Fixkörper der entsprechenden Untergruppen von Galℚ 𝐿 sind 𝐾,
ℚ( 3

√
2), ℚ(

√
2) und ℚ.


