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3 (𝑝-ter Kreisteilungskörper). Es sei 𝑝 ∈ ℙ und

Φu� = 𝑋u� − 1
𝑋 − 1

=
u�−1

∑
u�=0

𝑋u� ∈ ℚ[𝑋].

(i) Zeigen Sie, dass Φu� irreduzibel ist. (Hinweis: Man betrachte Φu�(𝑋 + 1).)

(ii) Es sei 𝐾 eine Körpererweiterung von ℚ mit 𝐾 = ℚ(𝜁) für ein 𝜁 ∈ 𝐾 und
Φu�(𝜁) = 0. Zeigen Sie, dass 𝐾 bereits Zerfällungskörper von Φu� über ℚ ist.

(iii) Bestimmen Sie Galℚ 𝐾 und zeigen Sie Galℚ 𝐾 ≅ ℤ×
u� .

(iv) Im Fall 𝑝 = 7, bestimmen Sie alle Zwischenkörper von 𝐾 ⊃ ℚ. Stellen Sie
die Zwischenkörper, sowie die Untergruppen von Galℚ 𝐾, jeweils in einem
Diagramm dar.

Beweis: (i) Es ist

Φu�(𝑋 + 1) = (𝑋 + 1)u� − 1
𝑋

=
u�

∑
u�=1

(𝑝
𝑗
)𝑋u�−1 ∈ ℤ[𝑋] ⊂ ℚ[𝑋].

Es gilt 𝑝 ∣ (u�
u�) für 𝑗 ∈ [1, 𝑝 − 1]. (Das haben wir bereits in Blatt 10, Übung

1 gesehen.) Weiters ist (u�
1) = 𝑝 und (u�

u�) = 1. Damit ist das Eisenstein’sche Ir-
reduzibilitätskriterium anwendbar, also ist Φu�(𝑋 + 1) irreduzibel in ℤ[𝑋]. Das
Lemma von Gauss impliziert, dass Φu�(𝑋 + 1) auch irreduzibel in ℚ[𝑋] ist. Weil
ℚ[𝑋] → ℚ[𝑋], 𝑓 ↦ 𝑓(𝑋 + 1) ein Ringautomorphismus ist, ist auch Φu� irreduzibel
in ℚ[𝑋].

(ii) Es ist 𝜁u� = 1 aber 𝜁 ≠ 1, wegen Φu�(1) = 𝑝−1 ≠ 0. Somit muss ordu�×(𝜁) = 𝑝
gelten. Für 𝑖, 𝑗 ∈ ℤ ist deshalb genau dann 𝜁u� = 𝜁u�, wenn gilt 𝑖 ≡ 𝑗 mod 𝑝. Damit
sind 𝜁, 𝜁2, … , 𝜁u�−1 paarweise verschieden. Für alle 𝑖 ∈ [1, 𝑝 − 1] ist 𝑖 + 𝑝ℤ ∈ ℤ×

u� ,
und deshalb ℤu� = {𝑖𝑗 ∣ 𝑗 ∈ ℤu�}. Deshalb gilt

Φu�(𝜁u�) =
u�−1

∑
u�=0

𝜁u�u� =
u�−1

∑
u�=0

𝜁u� = Φu�(𝜁) = 0.

Damit besitzt Φu� in 𝐾 bereits 𝑝 − 1 verschieden Nullstellen, zerfällt also in Linear-
faktoren. Nach Definition entsteht 𝐾 aus ℚ durch Adjunktion von Nullstellen von
Φu�. Also ist 𝐾 ein Zerfällungskörper von Φu� über ℚ.

(iii) Ist 𝜎 ∈ Galℚ 𝐾, so muss 𝜎(𝜁) eine Nullstelle von Φu� sein (Satz 13.3).
Umgekehrt gibt es zu jeder Nullstelle 𝜁′ von Φu� einen ℚ-Automorphismus 𝜎 mit
𝜎(𝜁) = 𝜁′ (Korollar 9.9). Wir haben aber gerade gesehen, dass {𝜁, 𝜁2, … , 𝜁u�−1}
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die Menge der Nullstellen von Φu� ist. Für jedes 𝑗 ∈ [1, 𝑝 − 1] gibt es also ein
𝜎u� ∈ Galℚ 𝐾 mit 𝜎u�(𝜁) = 𝜁u�, und es ist 𝜎u� ≠ 𝜎u� für 𝑖 ≠ 𝑗. Wir erhalten

Galℚ 𝐾 = {𝜎1, … , 𝜎u�−1}.

Wir behaupten nun, dass

Galℚ 𝐾 → ℤ×
u� , 𝜎u� → 𝑗 + 𝑝ℤ.

ein Isomorphismus ist. Aus dem bereits Gezeigten ist klar, dass die behauptete
Abbildung eine Bijektion ist. Sind 𝑖, 𝑗 ∈ [1, 𝑝 − 1] und ist 𝑘 ∈ [1, 𝑝 − 1] das
eindeutig bestimmte Element mit 𝑘 ≡ 𝑖𝑗 mod 𝑝, so ist 𝜎u� ∘ 𝜎u�(𝜁) = 𝜎u�(𝜁u�) =
𝜎u�(𝜁)u� = (𝜁u�)u� = 𝜁u�u� = 𝜁u�, somit also 𝜎u� ∘ 𝜎u� = 𝜎u�. Deswegen ist die Abbildung
auch ein Homomorphismus.

(iv) Es ist Galℚ 𝐾 ≅ ℤ×
7 ≅ ℤ6. 1 Beispielsweise durch Probieren findet man,

dass gilt ℤ×
7 = ⟨3 + 7ℤ⟩ (Achtung: Multiplikativ! Es ist z.B. 2 + 7ℤ kein Erzeuger,

weil 23 ≡ 8 ≡ 1 mod 7 und somit ist ordℤ×
7
(2+7ℤ) = 3). Damit ist Galℚ 𝐾 = ⟨𝜎3⟩.

Die Untergruppen einer zyklischen Gruppe der Ordnung 𝑛 stehen in Bijektion zu
den Teilern von 𝑛. Neben Galℚ 𝐾 selbst und der trivialen Gruppe, sind also

⟨𝜎2
3⟩ = {id, 𝜎2

3, 𝜎4
3} = {id, 𝜎2, 𝜎4}, und

⟨𝜎3
3⟩ = {id, 𝜎3

3} = {id, 𝜎6}

die einzigen Untergruppen von Galℚ 𝐾. Es ist 𝜎6(𝜁) = 𝜁6 = 𝜁−1, und somit wird
𝜁 + 𝜁−1 von ⟨𝜎3

3⟩ fixiert. Weil (1, 𝜁, … , 𝜁6) nach Satz 9.7 eine ℚ-Basis von 𝐾 bildet,
ist 𝜁 + 𝜁−1 = 𝜁 + 𝜁6 ∉ ℚ. Damit erzeugt 𝜁 + 𝜁−1 den Fixkörper von ⟨𝜎3

3⟩.
Es ist

𝜎2(𝜁 + 𝜁2 + 𝜁4) = 𝜁2 + (𝜁2)2 + (𝜁2)4 = 𝜁2 + 𝜁4 + 𝜁, und
𝜎4(𝜁 + 𝜁2 + 𝜁4) = 𝜁4 + (𝜁4)2 + (𝜁4)4 = 𝜁4 + 𝜁 + 𝜁2.

Wieder folgt 𝜁 + 𝜁2 + 𝜁4 ∉ ℚ, und deshalb erzeugt 𝜁 + 𝜁2 + 𝜁4 den Fixkörper von
⟨𝜎2

3⟩. 2

Zusatz: Wir setzen 𝛼 = 𝜁 + 𝜁2 + 𝜁4. Aus Blatt 8, Übung 4, wissen wir, dass es ein 𝛽 ∈ ℚ(𝛼)
gibt mit ℚ(𝛼) = ℚ(𝛽) und 𝛽2 ∈ ℚ. Wir können noch versuchen ℚ(𝛼) in dieser Form darzustellen.
Dazu bestimmen wir zuerst das Minimalpolynom von 𝛼 (wegen Φu�(𝜁) = 0 ist −1 = ∑u�−1

u�=1 𝜁u�):

𝛼2 = 𝜁2 + 𝜁3 + 𝜁5 + 𝜁3 + 𝜁4 + 𝜁6 + 𝜁5 + 𝜁6 + 𝜁 = −1 + (𝜁3 + 𝜁5 + 𝜁6) = −2 − 𝛼,

also ist 𝑋2 + 𝑋 + 2 das Minimalpolynom von 𝛼 über ℚ. Vervollständigen des Quadrates gibt
𝑋2 + 𝑋 + 2 = (𝑋 + 1

2 )2 + 7
4 . Mit 𝛽 = 2𝛼 + 1 erhalten wir also ℚ(𝛼) = ℚ(𝛽) mit 𝛽2 = −7. Man

schreibt auch ℚ(𝛼) = ℚ(
√

−7).

1Weil jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Körpers zyklisch ist.
2Für eine allgemeine Strategie um einen Erzeuger des Fixkörpers zu finden, siehe Musterlösung

zu Blatt 11, Übung 2.
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Galℚ 𝐾 ≅ ℤ×
7 ≅ ℤ6

⟨𝜎2
3⟩ ≅ ℤ3

2

⟨𝜎3
3⟩ ≅ ℤ2

3

{id}
2

3

Abbildung 1: Untergruppenverband der zyklischen Gruppe Galℚ ≅ ℤ×
7 ≅ ℤ6.
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= ℚ(

√
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Abbildung 2: Zwischenkörper von ℚ ⊂ ℚ(𝜁).


