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2. Es sei K ein Zerfallungskérper von X4 — 2 iiber Q.
(i) Bestimmen Sie alle Elemente von Galg K und zeigen Sie Galg K = D,,.

(ii) Bestimmen Sie alle Zwischenkorper von K DO Q. Stellen Sie die Zwischen-
korper, sowie die Untergruppen von Galg K, jeweils in einem Diagramm
dar.

Beweis: (i) In C zerfillt X* — 2 in Linearfaktoren und hat dort die Nullstellen
{+V/2, +iv/2}. Wir konnen also annehmen K = Q(v/2,iv/2) = Q(v/2,i) C C.

Es ist [Q(v2) : Q] = 4 (Satz 9.7). Wegen i ¢ Q(v/2) C R ist X? + 1 irre-
duzibel iiber Q(v/2) und somit [Q(v/2,4) : Q] = 8. Weil Q(v/2,7) D Q galoissch
ist ', ist |Galg K| = [K : Q] = 8 Wir wollen nun 8 paarweise verschiedene
Q-Automorphismen von K konstruieren. Dazu wenden wir wiederholt Korollar 9.9
an.

Weil X2 + 1 das Minimalpolynom von i iiber Q ist, gibt es nach Korollar 9.9
ein ¢ € Galg Q(7) mit (i) = —i und ¢ | Q = idg. Damit erhalten wir

Galg Q(i) = {idQ(i)v p}.

Wegen [Q(v/2,4) : Q(i)] = 4 hat das Minimalpolynom von v/2 iiber Q(i) Grad 4,
und es ist ein Teiler von X* — 2. Somit muss es also X* — 2 sein. Insbesondere ist
X% — 2 auch irreduzibel iiber Q(7). Fiir die Fortsetzung @: Q(7)[X] — Q(7)[X] gilt
P(X* —2) = X* — 2. Aus Korollar 9.9 erhalten wir also jeweils 4 Fortsetzungen
von idg;) bzw. ¢ auf K, indem wir v/2 auf eine beliebige andere Nullstelle von
X* — 2 abbilden. Damit ergeben sich folgende acht Q-Automorphismen von K:

) 1 5 1 = ) 1 3 ) 1
T8 T:° T7 2

V2 = V2 V2 = —V2 V2 —iv?2 V2 = —iv2

) = —1 9 ) = —1 1 = —1 3 1 = —1

4 4 O 4 4 TO: 4 -4 TO: 4 -4

V2 V2 V2 = —V2 V2 V2 V2 e —iv2
Diese sind offensichtlich paarweise verschieden, also ist

Galg K = {id,7,7%,7°,0,70,7%0,7°0}.

Es gilt ord(7) = 4, ord(c) = 2, und weiters o7 = 7 !0, denn

or(i) =0(i) = —i = 730(i) = 7 1o (1),
o1(V2) = (iV2) = —iv2 = %0 (V2) = 70 (V2).

!Die Erweiterung ist endlich-dimensional. Wegen char(Q) = 0 ist sie separabel, und weil K
Zerfallungskorper von X4 — 2 ist, ist die Erweiterung auch normal nach Satz 11.4.
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Somit ist Galg K = D,. ?

(ii) Wir haben bereits festgestellt, das K D Q galoissch ist. Nach dem Fun-
damentalsatz der Galoistheorie stehen also die Zwischenkorper von K D Q in
Bijektion mit den Untergruppen von G := Galg K = D,. Wir bestimmen zuerst
alle Untergruppen von G.

Nattrlich sind die triviale Gruppe {id} und G selbst Untergruppen. Es ist
ord(7) = ord(73) = 4. Die Elemente 72, o, 7o, 720 und 730 haben jeweils Ordnung
2. 3 Damit erhalten wir alle zyklischen Untergruppen, wobei (1) = (73) gilt.
Nachdem jede Untergruppe der Ordnung 2 jedenfalls zyklisch ist, konnen also nur
noch nicht-zyklische Untergruppen der Ordnung 4 fehlen. Diese miissen isomorph
sein zu Z4 X Z, und werden demnach von zwei Elementen der Ordnung 2 erzeugt.
Wir betrachten also fir jedes Paar («a, ) von Elementen «, 8 der Ordnung 2,
mit « # B, die Untergruppe («, 5). Wir erhalten entweder eine Untergruppe der
Ordnung 4 oder (o, ) = G. Damit erhalten wir den in Abbildung 1 dargestellte
Untergruppenverband.

Nun miissen wir zu jeder Untergruppe von G jeweils den Fixkorper finden, d.h.,
wir suchen Elemente die den Fixkorper als Erweiterung von Q erzeugen. (Siehe
Abbildung 2.) Fir viele Untergruppen ist das einfach. So ist zum Beispiel 7(7) = 1,
also i € K, \ Q, und wegen [K, : Q] = (G : (1)) = 2 folgt K, = Q(i). Analog
folgt K2, = Q(V2). Weiters ist 0(V/2) = V2, aber 7(V2) = —V2 # V2.
Also ist V2 € K ) \ K2 5y und deshalb K, = Q(+v/2). Ahnlich schlieft man
K2 = Q(iv/2) und K (r2y = Q(+/2,4). Damit ist die linke Halfte des Diagramms
in Abbildung 2 gefunden.

Fiir die anderen Zwischenkorper sind die Erzeugenden vielleicht weniger offen-
sichtlich. Wir gehen also systematisch vor. Betrachten wir zuerst K, Wir

wissen bereits K2 = Q(v/2,14). Durch zweimaliges Anwenden von Satz 9.7 sehen

wir, dass
(1,V2,1,iV2)

ein Erzeugendensystem des Vektorraums Q(v/2,i) iiber Q ist. Wegen [Q(v/2,1) :
Q] = 4 ist es auch eine Basis. Sei a € Q(v/2,4). Dann ist

T2,70)"

a=a, + a,V2 + agi + a,iV2
mit a, ..., a, € Q. Es ist dann

To(a) = a; — a,V2 — agi + a,iV/2.

2Beispielsweise so: Aus ord(r) = 4, ord(o) = 2 und o7 = 7 1o lisst sich die ganze Ver-
kniipfungstafel von Galg K herleiten. Diese stimmt (bis auf mégliches Umbenennen der beiden
Erzeuger, o = r und 7  d) mit jener von D, iiberein, die wir aus Lemma 3.6 erhalten.

3Fiir 72 ist das klar wegen ord(7) = 4. Fiir k € N, ist (7%0)2 = 7Fo7k0 = o7 *7ko = id,
und wegen 770 # id, damit ord(7*c) = 2.
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Also gilt genau dann @ = o(a), wenn a, = az = 0 gilt. Daher ist K2, = QiV2).
Betrachten wir nun K. Wir kénnen dazu in der Erwelterung K D Q(ivV?2)

arbeiten. Es ist K = Q(s \/_7 2,v2) und wegen [K : Q(iv2)] = 4 muss X* — 2 das
Minimalpolynom von +/2 iiber Q(iv/2) sein. Nach Satz 9.7 ist (1, v/2, V2, (v/2)?)
eine Q(iv/2)-Basis von K. Sei a € K. Dann ist

a=a; +ayV2+a;vV2+a(V2)?

mit ay, ..., a, € Q(iv/2). Wir erhalten
r0(a) = a5 VE-0,V3-i0, (VD = 0,1V 0, V-0, V2 (0,5 ) (V2"
Somit ist @ = 7o(a) genau dann, wenn a; = 0 und a, = —iv/2a, gilt. Damit ist
zum Beispiel —iv2v/24 (v/2)? = (1—1)(v/2)% in K,y Wegen 72((1 —i)(v/2)?) =
—(1—)(V2)* ist (1—4)(V2)* ¢ Q(iv2) und deshalb ist K, = Q((1—i)(V/2)?).
Analog folgt K s, = Q((1+14)(V2)?).

(Man kann alternativ natiirlich auch stets mit einer Q-Basis des 8-dimensionalen
Vektorraums K arbeiten.) [
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Abbildung 1: Untergruppenverband von G' = D,.

K = Q(V/2,i)
7 T
Q(v2) Q(iv'2) Q(v2,1) Q((1—)(V2)*) Q((1+49)(V2)*)
N
Q(v2) Q(i) Q(iv/2)
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Abbildung 2: Zwischenkorper von Q C Q(v/2,1).



