
Algebra Übungen Blatt 10 Wintersemester 2014/15

1. Es sei 𝑅 ein kommutativer Ring mit Charakteristik 𝑝 ∈ ℙ. Zeigen Sie:

(i) Für 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 und 𝑛 ∈ ℕ gilt

(𝑎 + 𝑏)u�u� = 𝑎u�u� + 𝑏u�u� .

(Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall 𝑛 = 1.)

(ii) Für 𝑛 ∈ ℕ ist 𝐴u� = { 𝑎 ∈ 𝑅 ∣ 𝑎u�u� = 𝑎 } ein Teilring von 𝑅.

2* (Endliche Körper). Wir klassifizieren bis auf Isomorphie alle endlichen Kör-
per. Zeigen Sie dazu:

(i) Ist 𝐾 ein endlicher Körper, so ist char(𝐾) = 𝑝 eine Primzahl und |𝐾| = 𝑝u�

für ein 𝑛 ∈ ℕ.

(ii) Es sei 𝑝 eine Primzahl, 𝑛 ∈ ℕ, und 𝐾 der Zerfällungskörper von 𝑋u�u� − 𝑋
über ℤu�. Dann ist |𝐾| = 𝑝u�.

(iii) Sind 𝐾1 und 𝐾2 endliche Körper mit |𝐾1| = |𝐾2|, so gilt 𝐾1 ≅ 𝐾2. (Hinweis:
Charakterisieren Sie 𝐾u� als Zerfällungskörper eines geeigneten Polynoms über
dem Primkörper von 𝐾u�.)

Für den, bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten, Körper mit 𝑝u� Elementen
schreibt man oft 𝔽u�u� .

3. Beweisen oder widerlegen Sie jeweils, dass für alle algebraischen Körper-
erweiterungen 𝐾 ⊂ 𝑀 ⊂ 𝐿 gilt:

(a) Wenn 𝐿 normal über 𝐾 ist, so ist auch 𝑀 normal über 𝐾.

(b) Wenn 𝐿 normal über 𝐾 ist, so ist auch 𝐿 normal über 𝑀 .

(c) Wenn 𝑀 normal über 𝐾 ist und 𝐿 normal über 𝑀 ist, so ist auch 𝐿 normal
über 𝐾.

4. Es sei 𝐿 ein Zerfällungskörper von 𝑋3 − 2 ∈ ℚ[𝑋] über ℚ. Finden Sie ein
𝑢 ∈ 𝐿 mit 𝐿 = ℚ(𝑢).

5*. Es sei 𝑟 ∈ ℕ und es seien 𝑝1, … , 𝑝u� paarweise verschiedene Primzahlen. Zeigen
Sie:

[ℚ(√𝑝1, … , √𝑝u�) ∶ ℚ] = 2u�.


