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Aufgabe 15. Sei D := R + Ri + Rj = R3 eine dreidimensionale R-Algebra mit einer
fest gewdhlten Basis 1, i, j. Sei weiters i2=-1. Zeigen Sie auf zwei Arten, dass D dann
kein Divisionsring sein kann:

(a) Multiplizieren Sie ij = a + bi + cj (a, b, ¢ € R) von links mit i und leiten Sie einen
Widerspruch her.

(b) D ist ein C-Vektorraum, und hat deshalb als R-Vektorraum gerade Dimension
(Widerspruch).

Aufgabe 16. Sei
z —w
D::{ (_ 5 ) EMQ(C):Z,WGC}.
Zeigen Sie:

(a) D bildet mit der ublichen Addition und Multiplikation von Matrizen eine 4-
dimensionale R-Divisionsalgebra (d.h. einen Divisionsring der auch gleichzeitig
eine 4-dimensionale R-Algebra ist).

(b) D ist isomorph zu H.

Bonus: Kénnen Sie die Konjugation bzw. die reduzierte Norm x +— xx = Xx auf D durch
Konzepte der linearen Algebra ausdriicken?

Aufgabe 17. Sei
HO ={x=bi+cj+dkeH:bcdeR}={xeH:x+x=0}.

der dreidimensionale R-Vektorraum der reinen Quaternionen. Zeigen Sie folgende Aus-
sagen fiir alle x, y € H':

(a) Es gilt xy = —(x, y) + x X y, wenn Sie H" in geeigneter Weise mit R? identifizieren
und X das Kreuzprodukt bezeichnet.
(b) xy € H° & x,y sind orthogonal & xy = —yx.

(c) x2:—bz—cz—d2,wennx:bi+cj+dkmitb,c,d€R.



